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3.2.1. Campos lineales hiperbólicos . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3. Flujo Tubular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.4. Teorema de Poincare-Bendixon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.5. Ejercicios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4. Hiperbolicidad: una breve introducción 54

4.1. Transformaciones lineales hiperbólicas . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.1.1. Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

1
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Caṕıtulo 1

Dinámica Topológica

1.1. Introducción

Definición 1.1.1. Sea M un espacio topológico (de Hausdorff, métrico, com-

pleto, etc). Un sistema dinámico discreto en M es una F : Z×M → M continua

tal que:

1. F (0, ·) = id

2. F (n, F (m,x)) = F (n + m,x), ∀ n,m ∈ Z, ∀ x ∈ M .

Observación 1.1.1. Si definimos para cada n ∈ Z el mapa Fn : M → M por

Fn(x) = F (n, x), tenemos que Fn ◦ Fm = Fn+m, ∀ n,m ∈ Z. En particular,

f = F1 es un homeomorfismo (su inversa es f−1 = F−1) y se cumple que

Fn = fn. Por esto, un sistema dinámico discreto está generado por un homeo

f : M → M .

Definición 1.1.2. Un sistema dinámico continuo o flujo es una ϕ : R×M → M

continua tal que

1. ϕ(0, ·) = idM

2. ϕ(t, ϕ(s, x)) = ϕ(t + s, x), ∀ t, s ∈ R, ∀ x ∈ M .

Observación 1.1.2. Igual que en el caso continuo, si para cada t ∈ R definimos

ϕt : M → M por ϕt(x) = ϕ(t, x) se tiene que ϕt ◦ ϕs = ϕt+s, ∀ t, s ∈ R.

Definición 1.1.3. Sea x ∈ M .
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1. Si f : M → M homeo, la órbita de x es O(x) = {fn(x) : n ∈ Z}.
La órbita futura de x es O+(x) = {fn(x) : n ≥ 0}.
La órbita pasada de x es O−(x) = {fn(x) : n ≤ 0}.

2. Si ϕ : R×M → M flujo, la órbita de x es O(x) = {ϕ(t, x) : t ∈ R}.
La órbita futura de x es O+(x) = {ϕ(t, x) : t ≥ 0}.
La órbita pasada de x es O−(x) = {ϕ(t, x) : t ≤ 0}.

Ejemplos:

1. M = S1 = {z ∈ C : |z| = 1} ≈ R/Z. La identificación está dada por

exp : R/Z→ S1, con exp(t) = e2πit.

Definimos la rotación de ángulo α por Rα(x) = x + α (mod 1) o, equiva-

lentemente, Rα(e2πit) = e2πi(t+α).

2. Si Ω ⊂ Rn es un abierto y f : Ω → Rn es C1 tal que sup
x∈Ω

‖f(x)‖ < ∞.

Consideramos la ecuación diferencial
·
x = f(x). (1)

Tenemos que ϕ(t, x) = ϕ(t, 0, x) = tiempo t de la solución de (1) que en 0

pasa por x es un flujo en Ω.

3. Sea M una variedad compacta y X : M → TM un campo de vectores

tangentes de clase C1. Usando cartas locales, encontramos que por cada

x ∈ M, ∃ ! ϕx : R→ M tal que ϕx(0) = x y
∂ϕx(t)

∂t
= X(ϕx(t)), ∀ t ∈ R.

Si definimos ϕ(t, x) = ϕx(t) tenemos un flujo en M .

4. Sea M = T2 = R2/Z2 y sea π : R2 → R2/Z2 la proyección canónica.

Sea X : R2 → R2 un campo de vectores tal que X((x, y) + (n,m)) =

X(x, y), ∀ (n,m) ∈ Z2 (X define un campo de vectores en T2). Sea

ϕ : R× R2 → R2 el flujo asociado a X en R2. Entonces, se cumple que

ϕt((x, y) + (n,m)) = ϕt(x, y) + (n,m), ∀ t ∈ R, (x, y) ∈ R2, (n,m) ∈ Z2,

ya que si definimos ψ(t) = ϕt(x, y)+(n,m) =⇒




·
ψ(t) = X(ψ(t))

ψ(0) = (x, y) + (n,m)

Luego, ϕt(x, y) + (n,m) = ϕt((x, y) + (n, m)). Entonces
∼
ϕ : R×T2 → T2,

∼
ϕ(t, π(x, y)) = π(ϕ(t, (x, y))) es un flujo en T2.

Un caso particular muy importante es cuando X = cte = (1, α), donde

ϕ(t, x) = x+ t(1, α) y luego
∼
ϕ(t, π(x)) = π(ϕ(t, x)) se llama flujo lineal de

pendiente α en T 2.
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Definición 1.1.4. Sea f : M → M un sistema dinámico discreto.

Un punto p ∈ M se dice fijo si f(p) = p.

Un punto p ∈ M se dice periódico si existe k ≥ 1 tal que fk(p) = p. Se

llama peŕıodo de p al mı́n{k ≥ 1 : fk(p) = p}.

La definición para flujos es:

Un punto p ∈ M se dice punto de equilibrio (o singularidad) si ϕt(p) = p,

∀ t ∈ R.

La órbita por p ∈ M se dice periódica si existe t > 0 tal que ϕt(p) = p,

para algún t > 0. Se llama peŕıodo de p al mı́n{t > 0 : ϕt(p) = p}.

Definición 1.1.5. Si f : M → M es un sistema dinámico discreto y x ∈ M ,

definimos el ω-ĺımite de x como

ω(x, f) = {y ∈ M : ∃ nk −→ +∞ tal que fnk(x) −→ y}.

Análogamente, definimos el α-ĺımite de x como

α(x, f) = {y ∈ M : ∃ nk −→ −∞ tal que fnk(x) −→ y}.

Observación 1.1.3. α(x, f) = ω(x, f−1).

Las definiciones para flujos son:

ω(x) = {y ∈ M : ∃ tk −→ +∞ tal que ϕ(tk, x) −→ y} y

α(x) = {y ∈ M : ∃ tk −→ −∞ tal que ϕ(tk, x) −→ y}

Observamos que

1. Si f : M → M y p es un punto periódico, entonces, ω(p) = α(p) = O(p).

2. Sea f : R → R homeomorfismo creciente y x ∈ R. Entonces, ω(x) = ∅ o

ω(x) es un punto fijo.

Definición 1.1.6. Un subconjunto A ⊂ M se dice invariante si
{

f(A) = A (caso s.d.d.)

ϕt(A) = A, ∀ t ∈ R (caso flujo).
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Observación 1.1.4. Si A es invariante, entonces fm(A) = A, ∀ m ∈ Z.

Proposición 1.1.1. ω(x) y α(x) son conjuntos cerrados e invariantes.

Demostración. Lo hacemos en el caso f : M → M .

Observemos que ω(x) =
⋂

k≥1

{fn(x) : n ≥ k}. Luego, ω(x) es cerrado.

Si y ∈ ω(x) =⇒ ∃ nk −→ +∞ tal que fnk(x) −→ y. Sea m ∈ Z. Entonces

fnk+m(x) −→ fm(y) =⇒ fm(y) ∈ ω(x).

La demostración para el caso de flujos es análoga.

Proposición 1.1.2. Sea ϕ flujo y O+(x) compacto. Entonces, ω(x) es conexo.

Demostración. ω(x) =
⋂

t≥0

{ϕ(t, x) : t ≥ 0} es una intersección decreciente de

compactos conexos. Luego, es conexa.

Proposición 1.1.3. Si f : M → M (con M espacio regular) y O+(x) es com-

pacta, entonces ω(x) no se puede descomponer en dos subconjuntos cerrados, no

vaćıos, disjuntos e invariantes. Es decir, si ω(x) = A∪B, con A, B cerrados e

invariantes y A ∩B = ∅, entonces A = ∅ o B = ∅.

Demostración. Supongamos que podemos escribir a ω(x) = A∪B, con f(A) = A

y f(B) = B, A y B cerrados, no vaćıos y disjuntos. Sean U1 y V1 abiertos

disjuntos que contienen a A y B, respectivamente. Sea, U = f−1(U1) ∩ U1,

V = f−1(V1) ∩ V1. Ambos son abiertos y disjuntos, A ⊂ U , B ⊂ V . Si y ∈
U =⇒ f(y) ∈ U1, y si y ∈ V =⇒ f(y) ∈ V1. Como A ⊂ ω(x) =⇒ ∃ n1 tal que

fn1(x) ∈ U . Sea m1 = mı́n{m > n1 : fm(x) /∈ U} (existe pues B ⊂ ω(x)). Se

verifica que fm1(x) /∈ V (ya que fm1(x) ∈ U1). Análogamente, ∃ n2 > m1 tal

que fn2(x) ∈ U . Sea m2 = mı́n{m > n2 : fm(x) /∈ U}. En general, dado nk >

mk−1 tal que fnk(x) ∈ U , construimos que mk = mı́n{m > nk : fm(x) /∈ U}.

Se verifica que:





mk −→ +∞
fmk(x) ∈ Ac

O+(x) es compacto

=⇒ ω(x)∩ (U c ∩ V c) 6= ∅, y esto es un

absurdo.

Definición 1.1.7. Sea f : M → M un sistema dinámico. Un punto x ∈ M es

no-errante si ∀ U entorno de x, se tiene que ∃ n ≥ 1 tal que fn(U) ∩ U 6= ∅.
Si ϕ : R×M → M es un flujo, decimos que x ∈ M es no-errante si ∀ U entorno

de x, ∃ t ≥ 1 tal que ϕt(U) ∩ U 6= ∅.
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Notamos Ω(f) = {x ∈ M : x es no errante}, y lo llamamos conjunto no errante.

Observación 1.1.5.

Ω(f) es cerrado e invariante.

Si p es periódico =⇒ p ∈ Ω(f).

Si x ∈ M =⇒
{

ω(x) ⊂ Ω(f)

α(x) ⊂ Ω(f)

Definición 1.1.8. Sea f : M → M un homeomorfismo. Definimos el conjunto

ĺımite de f como

L(f) =
⋃

x∈M

(α(x) ∪ ω(x)).

Observación 1.1.6. Per(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f). (ver ejercicio 9)

Dinámica de la Rotación: Consideremos Rα(x) = x + α (mod 1). Distin-

guimos dos casos:

1. Caso α ∈ Q : sea α =
p

q
, con (p, q) = 1 =⇒ Rq

α(x) = x + p ≡ x (mod 1).

Entonces, x es periódico (y de peŕıodo q !). Luego, Ω(f) = S1 y todo

punto es periódico con el mismo peŕıodo.

2. Caso α /∈ Q : primero observemos que Rα no tiene puntos periódicos:

si Rn
α(x) = x =⇒ x + nα ≡ x (mod 1) =⇒ nα ≡ 0 (mod 1) =⇒ α ∈

Q. Sea x ∈ S1 =⇒ ω(x) ⊂ S1 compacto e invariante. Supongamos que

ω(x)  S1 =⇒ S1\ω(x) =
⋃

j∈N
Ij , donde cada Ij es una componente

conexa de S1\ω(x). Observemos que como Rα es un homeo, tenemos que

Rα(In) = In′ con n 6= n′. Más aún: Rn
α(Ij) ∩ Rm

α (Ij) = ∅, ∀ n,m tales

que n 6= m (de lo contrario, existiŕıa un punto periódico). Sin embargo,

|Rn
α(Ij)| = |Rm

α (Ij)|, ya que Rα es un movimiento ŕıgido.

Conclusión: ω(x) = S1, ∀ x ∈ S1. Es decir, Ω(Rα) = S1 y toda órbita

(futura) es densa.

Dinámica del Flujo Lineal en T2: Tenemos el campo en R2 dado por

Xα(x) = (1, α). Luego, ϕα
t = x + t(1, α) es el flujo de Xα en el plano. Sea

∼
ϕα

t (x) = π(ϕα
t ) el flujo lineal en T2.

Observamos que {0} × S1 es transversal al flujo (i.e., todas las órbitas cortan

(transversalmente) a {0}×S1. Si x ∈ {0}×S1, fijémonos en el “primer retorno”,
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es decir, la primera vez (en el futuro) en que la órbita por x corta a {0} × S1.

Vemos que ϕ1(0, x) = (0, x)+(1, α) = (1, x+α). Luego, R(x) = (x+α) (mod 1).

Es decir, el retorno es la rotación de ángulo α.

Conclusión:

1. Si α ∈ Q, entonces todas las órbitas del flujo lineal
∼
ϕα

t son periódicas.

Ω(
∼
ϕα) = T2 y ω(x) = α(x) = O(x).

2. Si α /∈ Q, entonces todas las órbitas del flujo lineal
∼
ϕα

t son densas. Ω(
∼
ϕα) =

T2 y ω(x) = α(x) = T2, ∀ x.

Corolario 1.1.1. Si r es una recta de pendiente irracional en R2, entonces

π(r), su proyección en T 2, es densa.

Definición 1.1.9. x ∈ M se dice recurrente en el

{
futuro

pasado
si

{
x ∈ ω(x)

x ∈ α(x)
.

Si x es recurrente en el futuro y en el pasado, decimos que x es recurrente.

Ejemplos:

1. Si p es periódico =⇒ p es recurrente.

2. Todo punto es recurrente según la rotación Rα, ∀ α ∈ R.

3. Todo punto es recurrente según el flujo lineal
∼
ϕ

α
, ∀ α ∈ R.

4. Flujo lineal reparametrizado con una única singularidad:

Si tenemos un campo X en M y a : M → R es una función positi-

va, entonces el flujo determinado por Y (x) = a(x)X(x) tiene las mismas

órbitas que X (pero recorridas con diferente velocidad). Si a : M → R,

con a(x) ≥ 0 y a(x) = 0 sólo en x = x0, tenemos que Y (x) = a(x)X(x)

presenta una singularidad en x0. La órbita de X que pasa por x0 se divide

ahora en tres órbitas según Y :





{ϕX
t (x0) : t < 0}

x0

{ϕX
t (x0) : t > 0}

. Sean X = (1, α) y

p ∈ T2. Sea a : T2 → R tal que a(x) ≥ 0 y a(x) = 0 sii x = p y consider-

amos Y (x) = a(x)(1, α) = a(x)X(x). Denotamos por ψα el flujo de Y en

T2 y sea ϕα el flujo lineal en T2. Distinguimos dos casos:

Caso 1: α ∈ Q. Entonces:
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a) Si p /∈ OX(x) =⇒ OY (x) = OX(x), y luego x tiene órbita periódica

según Y , i.e., αY (x) = ωY (x) = OY (x).

b) Si x ∈ OX(p) y x 6= p =⇒ OY (x) = OX(p)\{p}. Concluimos que

αY (x) = ωY (x) = {p}.
c) OY (p) = {p}

Conclusión 1.1.1. Ω(ψα) = T2 (ya que Ω(ψα) es cerrado y contiene las

órbitas periódicas, que son densas). Sin embargo, hay puntos que no son

recurrentes ni en el pasado ni en el futuro.

Caso 2: α /∈ Q. Entonces:

a) Si p /∈ OX(x) =⇒ OY (x) = OX(x) =⇒ ωY (x) = αY (x) = T2.

b) Si x = ϕα
t (p) para algún t > 0 =⇒ OY (x) = {ϕα

t (p) : t > 0} y

además αY (x) = {p} y ωY (x) = T2.

c) x = ϕα
t (p) para algún t < 0 =⇒ OY (x) = {ϕα

t (p) : t < 0} y además

αY (x) = T2 y ωY (x) = {p}.

Conclusión 1.1.2. Ω(ψα) = T2. Hay puntos recurrentes en el futuro que

no lo son en el pasado y hay puntos recurrentes en el pasado que no lo son

en el futuro.

1.2. Conjuntos minimales

Definición 1.2.1. Consideremos un s.d en M . Un subconjunto G ⊂ M es

minimal (según el s.d) si:

1. G es cerrado e invariante

2. G no contiene ningún subconjunto propio no vaćıo que sea cerrado e in-

variante (i.e. si A ⊂ G, A 6= ∅, A cerrado e invariante =⇒ A = G).

Proposición 1.2.1. G ⊂ M es minimal ⇐⇒ O(x) = G, ∀ x ∈ G.

Demostración. (=⇒)O(x) es cerrado e invariante y O(x) ⊂ G =⇒ O(x) = G.

(⇐=) Sea A ⊂ G cerrado e invariante y no vaćıo. Sea x ∈ A. Entonces G =

O(x) ⊂ A ⊂ G =⇒ A = G.
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Proposición 1.2.2. Sea G ⊂ M subconjunto compacto. Entonces, G minimal

⇐⇒ ω(x) = G, ∀ x ∈ G ⇐⇒ α(x) = G, ∀ x ∈ G.

Demostración. (=⇒) Si x ∈ G con G compacto, entonces ω(x) 6= ∅ =⇒ ω(x) es

cerrado, invariante y ω(x) ⊂ G. Luego, ω(x) = G.

(⇐=) Sea A ⊂ G cerrado e invariante y no vaćıo, y sea x ∈ A. Entonces,

G = ω(x) ⊂ A ⊂ G =⇒ A = G.

Ejemplos:

1. Si x es periódico =⇒ O(x) es minimal.

2. Rα : S1 → S1, con α ∈ Q y G ⊂ S1 minimal =⇒ G = O(x), órbita

periódica.

3. Rα : S1 → S1, con α /∈ Q =⇒ S1 es minimal (y es el único).

4. Si ϕα
t : T2 → T2 es un flujo lineal con α ∈ Q, y G ⊂ T2 es minimal

=⇒ G = O(x) órbita periódica.

5. Si ϕα
t : T2 → T2 es un flujo lineal con α /∈ Q =⇒ T2 es minimal.

6. Si ψα
t : T2 → T2 es el flujo lineal reparametrizado con una singularidad

en p y α /∈ Q, entonces el único minimal es {p}.

Observación 1.2.1. Si G es minimal no compacto, no es válida la proposición

anterior. Si ψα
t es como en 6. y consideramos M = T 2\{p} =⇒ M es minimal

(todas las órbitas son densas) pero hay puntos tales que ω(x) = ∅.

Corolario 1.2.1. Si G es minimal compacto, entonces toda órbita de x ∈ G es

recurrente.

Proposición 1.2.3. Sea M un espacio topológico compacto y sea f : M → M

un s.d. en M . Entonces, existe algún punto recurrente.

Demostración. Sea F = {F ⊂ M : F es cerrado e invariante, F 6= ∅}. Como

M ∈ F =⇒ F 6= ∅. Ordenamos parcialmente a F aśı: F1 ≤ F2 ⇐⇒ F1 ⊃ F2.

Sea {Fα}α∈Γ una cadena =⇒ ⋂
α∈Γ

Fα 6= ∅ y es cerrado e invariante. Luego, por el

lema de Zorn, ∃ G elemento maximal. Por definición del orden, G es un conjunto

minimal compacto. Luego, toda órbita de G es recurrente.
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Definición 1.2.2. Un subconjunto A ⊂ Z se dice relativamente denso (o

sindético) si existe m > 0 tal que [n, n + m] ∩A 6= ∅, ∀ n ∈ Z.

Análogamente, definimos conjunto relativamente denso en R.

Definición 1.2.3. Sea f : M → M un sistema dinámico discreto y sea p ∈ M .

Decimos que p es fuertemente recurrente si dado U(p) entorno de p se tiene que

{n ∈ Z : fn(p) ∈ U(p)} es relativamente denso. (Análogamente para flujos.)

Observación 1.2.2. Si p es fuertemente recurrente, entonces p es recurrente.

Teorema 1.2.1. (Birkhoff) Sea M un espacio topológico (regular). Sea p ∈
M tal que O(p) compacto. Entonces p es fuertemente recurrente ⇐⇒ O(p) es

minimal (compacto).

Demostración. (⇐=) Supongamos que G = O(p) es minimal (compacto). Sea

U(p) entorno de p y sea x ∈ G =⇒ ∃ n(x) tal que fn(x)(x) ∈ U(p). Por con-

tinuidad, ∃ V (x) tal que si y ∈ V (x) =⇒ fn(x)(y) ∈ U(p) =⇒ G ⊂ ⋃
x∈G

V (x).

Como G es compacto, entonces G ⊂
n⋃
1

V (xi), para ciertos x1, ..., xn. Sea m =

máx{n(xi) : 1 ≤ i ≤ n}. Luego, si x ∈ G =⇒ ∃ n(x), con 0 ≤ n(x) ≤ m tal que

fn(x)(x) ∈ U(p). Luego, {n : fn(p) ∈ U(p)} es relativamente denso.

(=⇒) Sea G = O(p) y supongamos que G no es minimal. Sea A ⊂ G cerrado,

invariante y no vaćıo tal que A ( G =⇒ p /∈ A. Sea U(p) entorno de p y

V abierto, A ⊂ V tal que U(p) ∩ V = ∅. Como p es fuertemente recurrente

=⇒ ∃ m tal que para cualquier j ∈ Z, ∃ n con j ≤ n ≤ j + m tal que

fn(p) ∈ U . Sea V1 = f−m(V ) ∩ f−(m−1)(V ) ∩ . . . ∩ V . Luego, V1 es un abierto

que contiene a A. Por otra parte, si x ∈ V1 =⇒ x, f(x), . . . , fm(x) ∈ V . Como

A ⊂ O(p), ∃ j tal que f j(p) ∈ V1. Luego f j(p), f j+1(p), . . . , f j+m(p) ∈ V =⇒
f j(p), f j+1(p), . . . , f j+m(p) /∈ U(p). Absurdo.

Definición 1.2.4. Sean M un espacio métrico y f : M → M un s.d. Un punto

p ∈ M se llama casi-periódico si dado ε > 0, ∃ S ⊂ Z relativamente denso tal

que si s ∈ S =⇒ d(fn(p), fn+s(p)) < ε, ∀ n ∈ Z.

(Para flujos se define de manera análoga.)
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Definición 1.2.5. Sean M un espacio métrico y G ⊂ M un subconjunto in-

variante. Decimos que G es estable (estable en el futuro, estable en el pasado)

según Lyapunov si dado ε > 0, ∃ δ > 0 tal que si x, y ∈ G; d(x, y) < δ =⇒
d(fn(x), fn(y)) < ε, ∀ n ∈ Z (∀ n ≥ 0, ∀ n ≤ 0).

Proposición 1.2.4. Sea f : M → M s.d y G minimal compacto. Entonces, G

es estable Lyapunov ⇐⇒ p es casi-periódico, ∀ p ∈ G.

Demostración. (=⇒) Sea ε > 0 y δ = δ(ε) de la estabilidad. Como G es minimal

compacto =⇒ p es fuertemente recurrente. Luego S = {n : fn(p) ∈ B(p, δ)} es

relativamente denso. Sea s ∈ S =⇒ d(fs(p), p) < δ =⇒ d(fn+s(p), fn(p)) < ε,

∀ n ∈ Z (esto último es por la estabilidad). Luego, p es casi-periódico.

(⇐=) Sean ε > 0 y p ∈ G casi periódico. Entonces, ∃ S ⊂ Z relativamente

denso tal que si s ∈ S =⇒ d(fn+s(p), fn(p)) ≤ ε
3 , ∀ n ∈ Z. Por otra parte, p

es fuertemente recurrente y G es minimal. Sea q ∈ G =⇒ ∃ nj −→ +∞ tal que

fnj (p) −→ q. Sean n ∈ Z y s ∈ S. Entonces, fnj+n+s(p) −→
j→+∞

fn+s(q) =⇒
fnj+n(p) −→

j→+∞
fn(q) =⇒ d(fn+s(q), fn(q)) ≤ ε

3
, ∀ n ∈ Z, ∀ s ∈ S.

Como S es relativamente denso, ∃ m tal que [n, n + m] ∩ S 6= ∅, ∀ n ∈ Z.

Sea δ > 0 tal que si d(x, y) < δ =⇒ d(f i(x), f i(y)) <
ε

3
si 0 ≤ i ≤ m. Ahora,

tomemos x, y tales que d(x, y) < δ y n ∈ Z =⇒ n = s + k para algún s ∈ S

y 0 ≤ k ≤ m =⇒ d(fn(x), fn(y)) = d(fs+k(x), fs+k(y)) ≤ d(fs+k(x), fk) +

d(fk(x), fk(y))+d(fk(y), fs+k(y)) ≤ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε =⇒ G es estable Lyapunov.

1.3. Transitividad

Definición 1.3.1. Sean M espacio topológico y f : M → M un s.d. Decimos

que f es transitivo si ∃ x ∈ M tal que O(x) = M .

Observación 1.3.1. Si M no es discreto, entonces f es transitivo ⇐⇒ ∃ x tal

que ω(x) = M o α(x) = M .

Demostración. (⇐=) Obvio.

(=⇒) Como M no es discreto y O(x) = M , concluimos que x ∈ ω(x) o x ∈ α(x).

Entonces, O(x) ⊂ ω(x) o O(x) ⊂ α(x).
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Proposición 1.3.1. Sean M espacio métrico completo (separable) sin puntos

aislados y f : M → M un s.d. Son equivalentes:

1. f es transitivo

2. dados A y B abiertos ∃ n ≥ 0 tal que fn(A) ∩B 6= ∅.

3. ∃ R1 residual tal que ω(x) = M , ∀ x ∈ R1.

4. ∃ R2 residual tal que α(x) = M , ∀ x ∈ R2.

Demostración. 1) =⇒ 2) Sea x ∈ M tal que O(x) = M =⇒ ω(x) = M o

α(x) = M . Supongamos que α(x) = M =⇒ ∃ n1 tal que fn1(x) ∈ B y ∃ n2,

con n2 < n1 tal que fn2(x) ∈ A =⇒ fn1−n2(A) ∩B = ∅.

2) =⇒ 3) Sea {Bn : n ≥ 1} una base numerable de la topoloǵıa. Definimos

An = {y ∈ M : fm(y) ∈ Bn para algún m ≥ 0}. Luego, An es abierto y denso

(por 2)). Tenemos que R1 =
⋂
n

An es residual. Sea x ∈ R1 y sea U abierto

=⇒ ∃ n tal que Bn ⊂ U . Luego, como x ∈ An, ∀ n tenemos que ∃ m tal que

fm(x) ∈ Bn ⊂ U =⇒ ω(x) = M .

3) =⇒ 1) obvio.

La equivalencia con 4) es 1), 2), 3) con g = f−1.

Corolario 1.3.1. f : M → M es transitivo ⇐⇒ si A ⊂ M es abierto, transitivo

e invariante entonces A = M .

Observación 1.3.2. Si f : M → M es transitivo y ϕ : M → M continua es tal

que ϕ ◦ f = ϕ =⇒ ϕ = cte.

Demostración. Sea x0 tal que O(x0) = M =⇒ ϕ(fn(x0)) = ϕ(x0), ∀ n ∈ Z =⇒
ϕ es constante en un conjunto denso =⇒ ϕ = cte.

Proposición 1.3.2. Sea T:T2 → T2 dada por T(x, y) = (x+α, y+β) (mod Z2).

Entonces T es transitivo ⇐⇒ α, β, 1 son racionalmente independientes, i.e.

@ (k1, k2) ∈ Z2\{(0, 0)} tal que k1α + k2β ∈ Z. (ver ejercicio 17!)

Demostración. (=⇒) Supongamos que existe (k1, k2) ∈ Z2\{(0, 0)} tal que

k1α + k2β ∈ Z. Sea ϕ : T 2 → R dada por ϕ(x, y) = sin(2π(k1x+k2y)). Luego, ϕ
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es continua y no constante. Ahora, ϕ ◦T(x, y) = ϕ(x+α, y +β) = sin(2π(k1x+

k2y+k1α+k2β)) = sin(2π(k1x+k2y)+2πk) = sin(2π(k1x+k2y)) = ϕ(x, y) =⇒
T no es transitivo.

(⇐=) Sea U abierto e invariante y desarrollamos la función caracteŕıstica de

U en serie de Fourier:

χU (x1, x2) =
∑

(k1,k2)∈Z2

αk1k2 exp(2πi(k1x1 + k2x2)) ctp.

Luego,

χU (T (x1, x2)) =
∑

(k1,k2)∈Z2

αk1k2 exp(2πi(k1x1 + k2x2 + k1α + k2β))

=
∑

(k1,k2)∈Z2

αk1k2 exp(2πi(k1α + k2β) exp(2πi(k1x1 + k2x2)).

Como χU ◦ T = χU por ser U invariante y por la unicidad de la serie de

Fourier concluimos que αk1k2 exp(2πi(k1α+k2β) = αk1k2 , ∀ (k1, k2) ∈ Z2. Como

k1α + k2β /∈ Z, ∀ (k1, k2) ∈ Z2\{(0, 0)}, concluimos que αk1k2 = 0, ∀ (k1, k2) ∈
Z2\{(0, 0)}. Luego χU (x1, x2) = α00, i.e. χU = cte (ctp) =⇒ U = T 2 =⇒ T es

transitivo.

1.4. Un ejemplo caótico: shift de Bernoulli

Definición 1.4.1. Sea M un espacio métrico y f : M → M un homeo. Decimos

que f es expansivo si ∃ α > 0 tal que si d(fn(x), fn(y)) ≤ α, ∀ n ∈ Z =⇒ x = y

(α es llamada constante de expansividad).

Definición 1.4.2. Sea f : M → M un homeo. Decimos que f es topológi-

camente mixing si dados U, V abiertos cualesquiera, existe m > 0 tal que

fn(U) ∩ V 6= ∅ ∀n ≥ m.

Veamos un ejemplo que, entre otras propiedades, es expansivo y topológica-

mente mixing.

Sea M = Σ = {0, 1}Z. En {0,1} colocamos la topoloǵıa discreta y dotamos a

Σ con la topoloǵıa producto. Luego, Σ es compacto. Si definimos d({xn}, {yn}) =
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∑
n∈Z

|xn − yn|
2|n|

, obtenemos una métrica en Σ compatible con la topoloǵıa. Dado

{xn} ∈ Σ y N ∈ N, definimos el N -entorno de {xn} como

N({xn}) = {{yn} ∈ Σ : yn = xn si |n| ≤ N}.

Se verifica que N({xn}) constituye una base de entornos de {xn}. Definimos

el shift a la izquierda o shift de Bernoulli (de dos śımbolos) al homeomorfismo

σ : Σ → Σ tal que σ({xn}) = {yn} donde yn = xn+1, ∀ n ∈ Z.

Teorema 1.4.1. Sea σ : Σ → Σ el shift de Bernoulli. Entonces:

1. σ es expansivo

2. Per(σ) = Σ

3. σ es transitivo y topológicamente mixing.

4. Para cualquier {xn} ∈ Σ su conjunto estable

W s({xn}) = {{yn} : d(σj({yn}), σj({xn})) −→
j→+∞

0}

e inestable

Wu({xn}) = {{yn} : d(σj({yn}), σj({xn})) −→
j→−∞

0}

son ambos densos en Σ.

Demostración. 1. Si {xn} 6= {yn} =⇒ ∃ m ∈ Z tal que xm 6= ym =⇒
d(σ−m({xn}), σ−m({tn})) ≥ 1. Luego, cualquier α < 1 es constante de

expansividad.

2. Sea {xn} ∈ Σ cualquiera y fijemos un N entorno de {xn}. Definimos {yn}
como yn = xn si |n| ≤ N y de forma periódica, es decir, yk(2N+1)+j = yj

si −N ≤ j ≤ N.

3. Sean {xn} y {yn} dos puntos de Σ y fijemos U, un N1 entorno de {xn},
y V, un entorno N2 de {yn}. Tomemos m > N1 + 2N2 + 1 y sea k ≥ m

cualquiera. Definimos {zn} tal que: zn = xn si |n| ≤ N1, zk+n = yn si

|n| ≤ N2. Resulta entonces que σk(U) ∩ V 6= ∅.

4. Basta observar W s({xn}) = {{yn} : yn = xn, ∀ n ≥ k para algún k ∈ Z}
y Wu({xn}) = {{yn} : yn = xn, ∀ n ≤ k para algún k ∈ Z}.
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1.5. Equivalencia dinámica

Terminamos este caṕıtulo definiendo cuando dos sistemas dinámicos son

”iguales”.

Definición 1.5.1. Sean f, g : M → M dos sistemas dinámicos. Decimos que

son conjugados si existe un homeomorfismo h : M → M tal que h ◦ f = g ◦ h.

Para el caso de flujos tenemos las siguientes definiciones.

Definición 1.5.2. Sean φt, ψt dos flujos en M . Decimos que son conjugados si

existe h : M → M homeomorfismo tal que h ◦ φt = ψt ◦ h para todo t ∈ R.

Se dice que los flujos φt, ψt son orbitalmente equivalentes si existe h : M →
M tal que h(Oφt

(x)) = Oψt
(h(x)).

La conjugación entre sistemas dinámicos preserva todas las propiedades

dinámicas que se vieron en este caṕıtulo:

Teorema 1.5.1. Sea M compacto y sean f : M → M y g : M → M dos

homeomorfismos conjugados por un homeomorfismo h : M → M Entonces:

1. p es periódico por f sii h(p) es periódico por g.

2. p es recurrente por f sii h(p) es recurrente por g.

3. h(ω(x, f)) = ω(h(x), g).

4. G es minimal por f sii h(G) es minimal por g.

5. h(Ω(f)) = Ω(g).

6. f es transitivo sii g es transitivo.

7. f es topológicamente mixing sii g es topológicamente mixing.

Demostración. ver lista de ejercicios.

1.6. Ejercicios

1. Describir la dinámica de un flujo en S1.
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2. Sea M un espacio métrico compacto. Sean f : M → M y g : M → M dos

homeomorfismos conjugados por un homeomorfismo h : M → M (esto es,

h ◦ f = g ◦ h). Probar que:

a) p es periódico por f sii h(p) es periódico por g.

b) p es recurrente (respec. fuertemente recurrente, casi periódico) por f

sii h(p) es recurrente (respec. fuertemente recurrente, casi periódico)

por g.

c) G es minimal por f sii h(G) es minimal por g.

d) h(Ω(f)) = Ω(g).

e) Se define el conjunto estable de un punto x como W s(x, f) = {y ∈
M : dist(fn(y), fn(x)) −→n→+∞ 0} y el inestable como Wu(x, f) =

W s(x, f−1). Mostrar que h(W s(x, f)) = W s(h(x), g) y análogamente

para el conjunto inestable.

3. Sea M un espacio métrico compacto. Sean φ : R×M → M y ψ : R×M →
M dos flujos. Se dicen que son equivalentes si existe un homeomorfismo

h : M → M que lleva órbitas de un flujo en órbitas del otro, esto es

h(O(x, φ)) = O(h(x), ψ). Si además se cumple que h◦φt = ψt◦h ∀t ∈ R se

dicen que son conjugados. Cuáles de las propiedades del ejercicio anterior

se conservan para flujos equivalentes y cuáles para flujos conjugados?

4. a) Sea Φ : R × M → M un flujo. Mostrar que Φ/Z×M es un sistema

dinámico discreto (f = Φ1 se llama “tiempo 1” del flujo).

b) Demostrar que si f : M → M es el tiempo 1 de un flujo entonces

es isotópico a la identidad (dos homeos f0, f1 de M son isotópicos si

existe F : M × [0, 1] → M continua tal que F (., 0) = f0, F (., 1) = f1

y F (., t) : M → M es un homeo para cualquier t ∈ [0, 1].

c) Encontrar un ejemplo de un sistema dinámico discreto que no sea el

tiempo 1 de ningún flujo.

5. Sea M un espacio topológico compacto y f : M → M un homeomorfismo.

En M × R se considera el flujo Φ : R × M × R → M × R dado por

Φ(t, (x, s)) = (x, t + s). En M × R se considera la siguiente relación:

(x, s1) ∼ (y, s2) ⇐⇒ s1 − s2 ∈ Z y fs1−s2(x) = y.
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a) Mostrar que ∼ es una relación de equivalencia.

b) Sea M̃ = M × R/ ∼ y Π : M × R → M̃ la proyección canónica. Se

considera Φ̃ : R × M̃ → M̃ dada por Φ̃(t,Π(x, s)) = Π(Φ(t, (x, s)).

Mostrar que Φ̃ esta bien definida y que es un flujo en M̃. (este flujo

se llama flujo suspensión de f .)

c) Mostrar que M̃t = Π(M × {t}) es homeomorfo a M y que Φ̃1 deja

invariante M̃t y es conjugado a f : M → M.

d) Si M = S1 y f : M → M es la rotación de ángulo α, Rα, identificar

M̃ y Φ̃.

e) Si M = S1 y f : S1 → S1 es f(x) = −x(mod1), identificar M̃.

6. a) Sea G un subgrupo de (R,+). Probar que G es discreto (G = dZ) o

que G es denso en R. (sug: considerar d = ı́nf{g ∈ G : g > 0})
b) Sea α ∈ R y Gα = {nα + m; n,m ∈ Z}. Probar que Gα es discreto

sii α ∈ Q.

c) Sea Rα : S1 → S1, Rα(x) = x+α(mod1). Verificar que la órbita de x

por Rα es Π(x + Gα) donde Π : R→ R/Z es la proyección canónica.

Deducir de aqúı la dinámica de Rα.

7. Dar un ejemplo de un flujo en R2 tal que ω(x) no es conexo para algún

x ∈ R2.

8. Encontrar ejemplos de:

a) Puntos no errantes que no sean recurrentes.

b) Puntos recurrentes que no sean fuertemente recurrentes.

9. Sea f : M → M un sistema dinámico. Definimos los conjuntos L+(f) =

∪x∈Mω(x), L−(f) = ∪x∈Mα(x) y L(f) = L+(f)∪L−(f). Denotamos por

Per(f) es conjunto de los puntos periódicos de f . Demostrar que Per(f) ⊂
L+(f) ⊂ L(f) ⊂ Ω(f). Encontrar ejemplos donde estas inclusiones sean

estrictas.
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10. a) Sea M un espacio métrico completo y sea f : M → M un homeo.

Probar que si O(x) es compacto entonces x es periódico. (sug: si x

no es aislado en O(x) entonces O(x) es perfecto.)

b) Probar resultado análogo para flujos (sug: si la órbita por x no es

fija ni periódica encontrar qn, εn y tn →∞ tales que B(qn+1, εn+1) ⊂
B(qn, εn) y B(qn, εn) ∩ {Φt(x) : −tn ≤ t ≤ tn} = ∅).

11. Sea M un espacio métrico completo y sea f : M → M un homeo. Un punto

p ∈ M se dice que es uniformemente fuertemente recurrente si dado ε > 0

existe L tal que el conjunto {m ∈ Z : d(fm(p), q) < ε} es L-relativamente

denso cualquiera sea q en la orbita de p.

a) Probar que si la órbita de un punto p tiene clausura compacta, en-

tonces p es fuertemente recurrente sii es uniformemente fuertemente

recurrente.

b) Si p es uniformemente fuertemente recurrente, entonces la órbita de

p es un conjunto totalmente acotado.

c) Probar que p es uniformemente fuertemente recurrente sii la clausura

de la órbita de p es un minimal compacto.

d) Si p es casi-periódico entonces p es uniformemente fuertemente re-

currente.

12. Sea M un espacio métrico completo y sea f : M → M un homeo. Decimos

que p es estable en el futuro (según Lyapunov) si dado ε > 0 existe δ > 0

tal que si d(p, y) < δ =⇒ d(fn(p), fn(y)) < ε ∀n ≥ 0. Probar que si p es

fuertemente recurrente y estable en el futuro entonces es casi-periódico.

13. Un minimal compacto puede ser estable en el futuro y no serlo en el

pasado?

14. Sea f : M → M un sistema dinámico. Probar que si f es transitivo y M

estable según Lyapunov entonces M es minimal.

15. Sea M espacio métrico compacto y f : M → M un homeo. Mostrar que

M es estable Lyapunov sii la familia {fn : n ∈ Z} es equicontinua.
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16. a) Sea Φ : R → R continua y periódica de peŕıodo 1. Probar que∫ s+1

s
Φ(t)dt =

∫ 1

0
Φ(t)dt.

b) Considere Rα : S1 → S1 rotación con α irracional y sea Φ : S1 → R
continua. Probar que Φn definida por

Φn(x) =
1
n

n−1∑

j=0

Φ(Rj
α(x))

converge uniformemente a una constante (sug: usar Arzela-Ascoli y

que las integrales de Φn son todas iguales).

17. Decimos que G es un grupo topológico si es un espacio topológico y a la vez

un grupo donde las operaciones del grupo (multiplicación e inverso) son

funciones continuas. Sea g ∈ G un elemento y considere la multiplicación

a izquierda Lg : G → G, Lg(g′) = gg′.

a) Probar que Lg es transitivo sii G es minimal por Lg.

b) Si G es compacto, probar que todo punto es recurrente.

18. Sea M un espacio métrico completo y sea f : M → M un homeo. Dec-

imos que f es distal si dados dos puntos x 6= y existe ε > 0 tal que

d(fn(x), fn(y)) > ε ∀n ∈ Z.

a) Si M es estable Lyapunov probar que f es distal.

b) Sea f : T 2 → T 2 dado por f(z, w) = (z + α, z + w) con α irracional.

Probar que f es distal, que T 2 no es estable Lyapunov pero que T 2 es

minimal. Concluir que todas las órbitas son fuertemente recurrentes

pero no casi-periódicas.

19. Sea N un espacio topológico, f : N → N un homeo, K un grupo topológico

compacto y φ : N → K una aplicación continua. Definimos un sistema

dinámico (llamado “skew product”) en M = N ×K dado por F (y, k) =

(f(y), φ(y)k).

a) Si definimos Rg : M → M por Rg(y, k) = (y, kg) probar que Rg◦F =

F ◦Rg. Concluir que si (y, k) ∈ ω(y0, k0) entonces (y, kg) ∈ ω(y0, k0g).
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b) Probar que si y0 ∈ N es recurrente por f entonces (y0, k) es recurrente

por F para todo k ∈ K. (Sug: probarlo primero para la identidad).

c) Si N es minimal para f , es M minimal para F .?

d) Considere F : T 2 → T 2 dado por F (z, w) = (z + α, w + 2z + α).

Mostrar que (0, 0) es recurrente y concluir que para todo número

real α y ε > 0 hay solución de la ecuación diofántica |αn2 −m| < ε.

e) Si p(x) es un polinomio real con p(0) = 0, mostrar que para todo

ε > 0 hay solución de la ecuación diofántica |p(n)−m| < ε. (sug: si d

es el grado de p considerar F : T d → T d, F (z1, ..., zd) = (z1 + α, z2 +

z1, ..., zd + zd−1) y los polinomios pd = p, pi−1(x) = pi(x+1)− pi(x).

Quién es Fn(p1(0), ..., pd(0)).?



Caṕıtulo 2

Dinámica en S1

Definimos el ćırculo S1 = R/Z y π(x) = x (mod 1) la proyección canónica.

Identificamos el ćırclo con {z ∈ C : |z| = 1} y π : R→ S1 dada por π(x) = e2πix.

Trabajaremos con ambas nociones indistintamente.

Proposición 2.0.1. Sean f : S1 → S1 continua, x0 ∈ R e y0 ∈ π−1(f(π(x0))).

Entonces, existe una única F : R→ R continua tal que:

1. F (x0) = y0

2. π ◦ F = f ◦ π

Definición 2.0.1. Una F : R→ R continua que verifica π ◦F = f ◦ π se llama

levantamiento de f .

Observación 2.0.1. Si F1 y F2 son dos levantamientos de f , entonces F1(x) =

F2(x) + k para algún k ∈ Z.

Demostración. F1 − F2 : R→ Z es continua.

Observación 2.0.2. Sea F levantamiento de f . Entonces de π ◦ F = f ◦ π se

deduce que ∃ m ∈ Z tal que F (x + 1) = F (x) + m. Este m no depende del

levantamiento.

Definición 2.0.2. Llamamos deg(f) al entero m tal que F (x+1) = F (x)+m,

donde F es un levantamiento de f .

22
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Observación 2.0.3. Si f : S1 → S1 es un homeo que preserva orientación (que

denotaremos por f ∈ Hom+(S1)) y F es un levantamiento de f . Entonces:

1. F : R→ R es un homeo creciente

2. deg(f) = 1

3. F − id : R→ R es periódica de peŕıodo 1.

Teorema 2.0.1 (Poincaré). Sean f ∈ Hom+(S1) y F un levantamiento. En-

tonces, ∀ x ∈ R existe ĺım
n→+∞

Fn(x)
n

y es independiente de x.

Demostración. 1. independencia de x:

Basta observar que si |x− y| ≤ k ∈ Z =⇒ |Fn(x)− Fn(y)| ≤ k, ∀ n ∈ Z.

Luego,
∣∣∣∣
Fn(x)

n
− Fn(y)

n

∣∣∣∣ −→
n→+∞

0.

2. existencia del ĺımite:

Para m ∈ Z afirmamos que ∀ m =⇒ ∃ pm ∈ Z tal que pm ≤ Fm(x)− x ≤
pm+3, ∀ x ∈ R.1 Como Fm−Id es periódica de peŕıodo 1 basta verificar lo

anterior para x ∈ [0, 1]. Sea k = mı́n{n ∈ Z : n ≥ Fm(1)}. Sea pm = k−3.

Ahora para x ∈ [0, 1] tenemos que

Fm(x)−x ≤ Fm(1)−0 ≤ pm+3 y Fm(x)−x ≥ Fm(0)−1 ≥ k−2−1 = pm.

Luego,

Tomamos x = 0 −→ pm ≤ Fm(0) ≤ pm + 3

x = Fm(0) −→ pm ≤ F 2m(0)− Fm(0) ≤ pm + 3
...

...

x = F (n−1)m −→ pm ≤ Fnm(0)− F (n−1)m(0) ≤ pm + 3

sumamos −→ npm ≤ Fnm(0) ≤ n(pm + 3)

Luego,
pm

m
≤ Fnm(0)

nm
≤ pm

m
+

3
m

.

Como además,
pm

m
≤ Fm(0)

m
≤ pm

m
+

3
m

,

entonces ∣∣∣∣
Fnm(0)

nm
− Fm(0)

m

∣∣∣∣ ≤
3
m

.

1En realidad existe pm ∈ Z tal que pm < F m(x)− x < pm + 2 ya que se puede probar que

(F m − id)(R) ∩ Z consiste a lo sumo de un solo punto (ejercicio).
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Intercambiando los roles de m y n, obtenemos:
∣∣∣∣
Fmn(0)

mn
− Fn(0)

n

∣∣∣∣ ≤
3
n

,

de donde ∣∣∣∣
Fm(0)

m
− Fn(0)

n

∣∣∣∣ ≤
3
m

+
3
n

.

Luego,
{

Fn(0)
n

}
es una sucesión de Cauchy =⇒ ∃ ĺım

n→+∞
Fn(0)

n
.

Definición 2.0.3. Sea F un levantamiento de f ∈ Hom+(S1). Definimos el

número de traslación del levantamiento F como ρ(F ) = ĺım
n→+∞

Fn(x)
n

.

Observación:

1. Si F1 es otro levantamiento de f , entonces F1(x) = F (x) + k, para algún

k ∈ Z =⇒ ρ(F1) = ρ(F ) + k.

2. ρ(Fm) = mρ(F ).

Definición 2.0.4. Sea f ∈ Hom+(S1). Llamamos número de rotación de f a

ρ(f) = ρ(F ) (mod 1), donde F es un levantamiento de f .

Proposición 2.0.2. El número de rotación es invariante por conjugaciones.

Es decir, si f, g ∈ Hom+(S1), donde g = h−1 ◦ f ◦h, para cierta h ∈ Hom(S1),

entonces ρ(f) = ρ(g).

Demostración. Sea F levantamiento de f y H levantamiento de h. Luego, H−1

es un levantamiento de h−1 y G = H−1 ◦F ◦H es un levantamiento de g. Ahora,

existe M tal que |H−1(y) − y| < M , ∀ y ∈ R =⇒ |Gn(x) − Fn(H(x))| ≤ M ,

∀ n =⇒ ρ(G) = ĺım
n

Gn(x)
n

= ĺım
n

H−1(Fn(H(x)))− Fn(H(x))
n

+
Fn(H(x))

n
=

ĺım
n

Fn(H(x))
n

= ρ(F ) =⇒ ρ(g) = ρ(f).

Observación 2.0.4. ρ(Rα) = α.

2.1. Número de rotación racional

Proposición 2.1.1. Sea f ∈ Hom(S1). Entonces

ρ(f) ∈ Q(mod1) ⇐⇒ f tiene puntos periódicos.
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En este caso, si ρ(f) =
p

q
, con (p, q) = 1, todos los puntos periódicos tienen

peŕıodo q.

Demostración. Veamos primero el reciproco. Sea F levantamiento de f . Como

f tiene un punto periodico π(x) (digamos de peŕıodo q) entonces existe p ∈ Z
tal que F q(x) = x + p. Luego, Fnq(x) = x + np y por lo tanto

ĺım
n

Fnq(x)
nq

= ĺım
n

x + np

nq
= p/q

y por lo tanto ρ(f) = p
q (mod1).

Veamos el directo:

Por propiedad del número de rotación:

ρ(fm) = mρ(f) (mod 1).

Si ρ(f) =
p

q
=⇒ ρ(fq) = 0. Basta demostrar que si ρ(f) = 0, entonces f

tiene puntos fijos. Sea F tal que ρ(F ) = 0. Si F no tiene puntos fijos, como

F − Id es periódica, ∃ δ tal que |F (x) − x| ≥ δ. Por otra parte F (x) > x,∀ x

(*) o F (x) < x,∀ x (**). Supongamos (*) (el otro caso es análogo). Entonces

F (0) > δ, F 2(0) > F (0) + δ > 2δ, . . . Fn(0) > nδ. Entonces δ <
Fn(0)

n
−→ 0.

Finalmente supongamos que ρ(f) =
p

q
, (p, q) = 1 y veamos que todos los

puntos periódicos tiene periódo q. Sea F un levantamiento de f tal que ρ(F ) =
p

q
y sea π(x) periódico por f . Entonces, existen r, s tales que F r(x) = x+s. Ahora

ρ(f) =
p

q
= ĺım

r→∞
F rs(x)

rs
=

s

r
,

entonces s = mp y r = mq para algún m. Supongamos F q(x)− p > x, entonces

F 2q(x)− 2p = F q(F q(x)− p)− p ≥ F q(x)− p > x.

Entonces x < Fmq(x) −mp = F r(x) − s, lo cual es absurdo. Análogamente si

F q(x) − p < x llegamos a una contradicción. Aśı, π(x) es periódico por f si y

sólo si F q(x) = x + p. Luego todos los puntos periódicos de f tienen peŕıodo

q.

Observación 2.1.1. Veamos otra forma para la demostración anterior. Sea π(x)

periódico de f de peŕıodo q. Entonces S1\O(π(x)) = I1∪ . . .∪Iq son q intervalos

disjuntos que son permutados por f , y f j(Ii) = Ii si y sólo si j = q. Luego
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fq(I1) = I1 es un homeo del intervalo I1. Si π(y) es un punto periódico de f ,

tenemos que O(π(y)) ∩ I1 6= ∅. Supongamos que π(y) ∈ I1. Ahora

Ω(fq|I1) = {puntos fijos} =⇒ fq(π(y)) = π(y).

Luego π(y) es periódico de peŕıodo q.

Corolario 2.1.1. Sea f ∈ Hom+(S1) con ρ(f) ∈ Q. Entonces Ω(f) = Per(f).

Proposición 2.1.2. Sea f ∈ Hom+(S1) con ρ(f) =
p

q
con (p, q) = 1 y sea π(x)

un punto periódico de f . Entonces el orden de {π(x), f(π(x)), . . . , fq−1(π(x))}
en S1 es el mismo que una órbita según R p

q
, i.e., es el mismo que

{
0,

p

q
,
2p

q
, . . . ,

(q − 1)p
q

}
.

Demostración. Sea F un levantamiento de f tal que F q(x) = x + p. Consider-

emos π−1(O(π(x))) = A. Entonces A divide a [x, x + p] en p.q intervalos. Por

otra parte x < F (x) < . . . < F q−1(x) < F q(x) = x + p. Tenemos entonces q

intervalos en [x, x + p]:

[x, F (x)], [F (x), F 2(x)], . . . , [F q−1(x), F q(x)].

De ah́ı que como A es invariante por F , tenemos que #A ∩ [x, F (x)] = p + 1.

Sea x1 ∈ A tal que [x, x1)∩A = ∅. Entonces existe un único k con 0 ≤ k < q tal

que F k(x)− r = x1 y r ∈ Z. Sea F1 definida como F1(z) = F k(z)− r. Entonces

F p
1 (x) = F (x). Luego

fkp(π(x)) = f(π(x)) =⇒ kp ≡ 1 (mod q).

Entonces k es el único entero con 0 < k < q que verifica kp ≡ 1 (mod q) y

fkp(π(x)) es el que le sigue a π(x) en la orientación de S1, es decir el orden de

{π(x), f(π(x)), . . . , fq−1(π(x))} en S1 es:

π(x) < fk(π(x)) < f2k(π(x)) < . . . < f (q−1)k(π(x)).

Vimos que el orden está determinado solamente por ρ(f) =
p

q
. Aśı, es el mismo

que R p
q
.
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2.2. Número de rotación irracional

Teorema 2.2.1. Sea f ∈ Hom+(S1) con ρ(f) /∈ Q(mod1). Entonces Ω(f) es

minimal.

Demostración. Sea M ⊂ Ω(f) compacto invariante, M 6= ∅. Entonces S1\M es

abierto. Sea I = (a, b) una componente conexa de S1\M . Luego fn(I) ∩ I = ∅,
∀ n > 0 (de lo contrario f tiene puntos periódicos). Entonces I ⊂ S1\Ω(f). De

ah́ı Ω(f) ⊂ M . Entonces Ω(f) es minimal.

Corolario 2.2.1. Sea f ∈ Hom+(S1) con ρ(f) /∈ Q. Entonces Ω(f) = S1 o

Ω(f) es perfecto con interior vaćıo (i.e., Ω(f) es un conjunto de Cantor).

Demostración. Ω(f) es perfecto pues Ω(f) es minimal. Si Ω(f) tiene interior no

vaćıo, tenemos que Ω(f) es abierto. Como Ω(f) es cerrado, Ω(f) = S1.

Proposición 2.2.1. Sea f ∈ Hom+(S1) con ρ(f) = α /∈ Q. Sea F levan-

tamiento tal que ρ(F ) = α. Entonces para todo n1, n2, m1, m2 ∈ Z se cumple

(1) n1α + m1 < n2α + m2 ⇐⇒ Fn1(x) + m1 < Fn2(x) + m2 (2).

Demostración. Fijemos n1, n2, m1, m2 ∈ Z. Como ρ(F ) /∈ Q, el signo de p(x) =

Fn1(x)+m1−Fn2(x)+m2 no depende de x. Luego, dados n1, n2, m1, m2 ∈ Z,

si Fn1(x) + m1 < Fn2(x) + m2 para algún x tenemos que la misma desigualdad

vale para todo x. Supongamos que (2) se cumple, entonces vale para x = 0, i.e.

Fn1(0) − Fn2(0) < m2 −m1. Haciendo y = Fn2(0) tenemos Fn1−n2(y) − y <

m2 − m1 (3). Luego (3) vale para todo y, en particular para y = 0. Entonces

Fn1−n2(0) < m2 −m1, de ah́ı que F k(n1−n2)(0) < m2 −m1, entonces

F k(n1−n2)(0)
k(n1 − n2)

<
m2 −m1

n1 − n2
,

pudiendo suponer que n1 − n2 > 0. Haciendo tender k a +∞ obtenemos

α ≤ m2 −m1

n1 − n2
.

Como α /∈ Q, tenemos

α <
m2 −m1

n1 − n2
.

De donde

n1α + m1 < n2α + m2.
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Análogamente si

Fn1(x) + m1 > Fn2(x) + m2

tenemos

n1α + m1 > n2α + m2,

y se concluye la demostración.

Definición 2.2.1. Dados f, g ∈ Hom+(S1) decimos que f es semiconjugado a

g si existe h : S1 → S1 continua y sobre (de grado 1 y preservando orientación)

tal que h ◦ f = g ◦ h.

Teorema 2.2.2. Sea f ∈ Hom+(S1) con ρ(f) = α /∈ Q. Entonces f es semicon-

jugado a Rα (por una h que preserva orientación). Mas aún si f es transitivo,

f es conjugado a Rα (i.e. h es un homeo).

Demostración. Sea F un levantamiento de f y x ∈ R. Consideremos el con-

junto B = {Fn(x) + m : n,m ∈ Z}. Definimos una función H : B → R por

H(Fn(x) + m) = nα + m. Luego H es monótona y H(B) = R. Entonces existe

una única extensión continua de H a B y monótona y además H(B) = R. En-

tonces hay una única extensión de H a R de forma monótona. Luego tenemos

H : R → R continua, monótona y sobre. Se verifica H ◦ F = Tα ◦H. Además

H(x + 1) = H(x) + 1. Luego definimos h : S1 → S1 por h(π(x)) = π(H(x)).

h es continua, sobre y h ◦ f = Rα ◦ h. Por otra parte, si f es transitivo (i.e.

Ω(f) = S1) tenemos que B = R y H es un homeo.

2.3. Difeomorfismos del ćırculo

Definición 2.3.1. Sea f : S1 → S1, J ⊂ S1. Decimos que J es un intervalo

errante si

a) J, f(J), f2(J), . . . son disjuntos dos a dos.

b) ω(J) =
⋃

x∈J

ω(x) no es una única órbita periódica.

Ejemplo 1. Sea f : S1 → S1, ρ(f) = α /∈ Q, Ω(f)  S1. Una componente de

S1\Ω(f) es un intervalo errante.
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Lema 2.3.1 (Distorsión limitada). Sea f : S1 → S1 difeo de clase C2. Entonces

existe C tal que

|(fn)′(x)|
|(fn)′(y)| ≤ exp

(
C

n−1∑

i=0

|f i(x)− f i(y)|
)

.

Demostración. Sea m tal que |f ′(x)| ≥ m > 0 y M tal que |f ′′(x)| ≤ M .

Entonces C =
M

m
es constante de Lipschitz de la función x 7−→ log |f ′(x)|.

Luego

log
|(fn)′(x)|
|(fn)′(y)| = log

n−1∏
i=0

|f ′(f i(x))|
n−1∏
i=0

|f ′(f i(y))|
=

n−1∑

i=0

log |f ′(f i(x))| − log |f ′(f i(y))| ≤

n−1∑

i=0

C|f i(x)− f i(y)| = C

n−1∑

i=0

|f i(x)− f i(y)|.

Lema 2.3.2. Sea f : S1 → S1 difeo de clase C2. Sea J ⊂ S1 intervalo tal que∑
n≥0

|fn(J)| < ∞. Entonces existe T ! J tal que |fn(T )| ≤ 2|fn(J)|, ∀ n ≥ 0.

Demostración. Sea K =
∑
n≥0

|fn(J)| y C del lema de Distorsión limitada. Sea

δ > 0 tal que δe2KC < 1. Consideremos T ! J tal que |T | ≤ (1 + δ)|J |.
Probemos el teorema por inducción. El caso n = 0 es cierto. Si i = 0, . . . , n− 1,

sean x, y ∈ T . Entonces,

|(fn)′(x)|
|(fn)′(y)| ≤ e

C
n−1P
j=0

|fj(T )|
≤ e2KC .

Luego

|fn(T )| = |fn(J)|+ |fn(T\J)|
y

|fn(T\J)| ≤
para algún x∈T

|(fn)′(x)||T\J | =

=
|(fn)′(x)|
|(fn)′(y)|

|fn(J)|
|J | |T\J | ≤

≤ |fn(J)|
|J | e2KC |T\J | ≤
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δe2KC |fn(J)| < |fn(J)|.

Entonces

|fn(T )| ≤ 2|fn(J)|.

En particular se cumple también |fn(T )| −→
n→∞

0.

Teorema 2.3.1. Sea f : S1 → S1 difeo de clase C2. Entonces f no tiene

intervalos errantes.

Demostración. Supongamos, razonando por contradicción que f tiene un inter-

valo errante J0. Se deduce que ρ(f) /∈ Q. Sea J ⊃ J0 intervalo errante maximal.

Se deduce que J es una componente de S1\Ω(f). Además
∑
n≥0

|fn(J)| ≤ 1

con los fn(J) disjuntos dos a dos. Por el lema anterior, existe T ! J tal que

|fn(T )| ≤ 2|fn(J)| y |fn(T )| −→ 0 (observar que podemos suponer T 6= S1).

Sea x ∈ ∂J tal que x ∈ T. Como x ∈ Ω(f) existe ni → ∞ tal que fni(x) → x

(y fni ∈ T ). Como |fn(J)| → 0 podemos tomar un elemento, llamémosle k, de

la sucesión ni con i suficientemente grande tal que dist(fk(J), S1\T ) < |fk(J)|
4 .

Concluimos de aqúı que fk(T ) ⊂ T y por lo tanto fk tiene un punto periódico.

Esto contradice que ρ(f) /∈ Q.

Corolario 2.3.1 (Denjoy, [D]). Sea f : S1 → S1 difeo de clase C2, con ρ(f) =

α /∈ Q. Entonces f es conjugado a Rα.

Demostración. Por el teorema anterior, Ω(f) = S1.

Nota: El resultado original de Denjoy tiene hipótesis mas débiles (que x →
log |f ′(x)| sea de variación limitada, cosa que efectivamente sucede si f es de

clase C2). La demostración que vimos es debida a Schwarz [Sch].

Teorema 2.3.2 (Denjoy, [D]). Sea α /∈ Q. Entonces existe f : S1 → S1 difeo

de clase C1 con ρ(f) = α y f tiene un intervalo errante (i.e. f no es conjugado

a Rα).

Demostración. Sea {λn}n∈ Z tal que λn > 0 ∀ n ∈ Z,
∑
n∈Z

λn = 1 y

λn+1

λn
−→ 1.

(
Ej: λn =

K

(|n|+ 1)(|n|+ 2)

)
.

Colocamos en S1 intervalos In, |In| = λn y los ordenamos en S1 de la mis-

ma forma que {xn = Rn
α(0) : n ∈ Z} (por inducción, colocamos I0, I1 tal que
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dist(I0, I1) =
∑

{k:xk∈(x0,x1)}
λk, etc.). Vamos a definir f : S1 → S1 definiendo f ′

e integrando (si g : S1 → S1 es continua y
∫

S1 g = 1 entonces ∃ f : S1 → S1 tal

que f ′ = g). En In = (an, bn) definimos

f ′(x) = g(x) = 1 + kn
(an − x)(x− bn)

λ2
n

,

f ′(x) = 1 si x /∈
⋃

n∈Z
In,

donde

kn =
6
λn

(λn+1 − λn).

Entonces ∫

In

g(x) =
∫ bn

an

g(x) = λn +
kn

λ2
n

λ3
n

6
= λn+1,

entonces ∫

S1
g(x) = 1.

Definimos f : S1 → S1 por

f(x) =
∫ x

a0

g(x)dx + a1

Verifiquemos que f(In) = In+1.

f(an) =
∫ an

a0

g(x)dx + a1 =
∑

k: Ik⊂(a0,an)

∫

Ik

g(x)dx + a1 =

=
∑

k: xk∈ (x0,xn)

|Ik+1|+ a1 =
∑

k: xk∈(x1,xn)

|Ik|+ a1 = an.

Verifiquemos que ρ(f) = α. Sea h :
⋃

n∈Z
In → S1 por h(In) = Rn

α(0) = xn. h

preserva orientación y tiene dominio y rango denso en S1, entonces h se extiende

continuamente a h : S1 → S1 continua y sobre. Además h ◦ f = Rα ◦ h, es decir

f es semiconjugado a Rα. Entonces ρ(f) = α (ver ejercicio 8).

2.4. Diff r(S1) desde el punto de vista genérico

En esta sección estudiaremos Diffr(S1) : el conjuntos de difeomorfismos del

ćırculo de clase Cr con la topoloǵıa Cr.

Veremos primero que el tener número de rotación irracional es “inestable”.
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Teorema 2.4.1 (Cr- closing lemma). Sea f : S1 → S1 difeo de clase Cr y

x ∈ Ω(f). Entonces existe g, Cr arbitrariamente cerca de f tal que x ∈ Per(g).

Demostración. Vamos a mostrar que gt = Rt ◦ f para algún t arbitrariamente

pequeño tiene a x como punto periódico. Es fácil ver que gt está Cr cerca de f

si t es pequeño. Si x es periódico de f no hay nada que probar. Supongamos que

no lo es. Entonces x ∈ ω(x) =⇒ ∃ ni tal que fni(x) −→ x. Sea F levantamiento

de f y x̂ tal que π(x̂) = x. Entonces ∃ pi tal que Fni(x̂) − pi −→ x̂. Tomando

subsucesión podemos suponer que Fni(x̂) − pi es monótona. Supongamos que

es creciente. Sea α > 0 y consideremos gα = Rα ◦ f . Gα = Tα ◦F levantamiento

de gα.

Afirmación 1. Gn
α(x) ≥ Fn(x) + α ∀ n ∈ N.

En efecto, razonando por inducción, Gn
α(x) = Gα(Gn−1

α (x)) ≥ Gα(Fn−1(x)) ≥
Fn(x) + α.

Ahora tomemos ni tal que x̂− (Fni(x̂)− pi) < α. Entonces

Gni
0 (x̂)− pi = Fni(x̂)− pi < x̂

y

Gni
α (x̂)− pi ≥ Fni(x̂)− pi + α > x̂.

Entonces existe t ∈ [0, α] tal que Gni
t (x̂)− pi = x̂.

Definición 2.4.1. Sea f : S1 → S1 y p un punto fijo de f . Decimos que p

es hiperbólico si |f ′(p)| 6= 1. Si p es periódico, fk(p) = p, decimos que p es un

punto periódico hiperbólico si |(fk)′(p)| 6= 1, i.e., p es un punto fijo hiperbólico

de fk.

Teorema 2.4.2. Sea f : S1 → S1 y p un punto fijo (periódico) hiperbólico de

f . Entonces existe U(p) entorno de p y U(f) entorno de f en la topoloǵıa Cr

tal que si g ∈ U(f) entonces g tiene un único punto fijo (periódico) hiperbólico

en U(p).

Demostración. Tenemos que |f ′(p)| 6= 1. Supongamos que f ′(p) > 1 =⇒ ∃ ε > 0

tal que f ′(x) > µ > 1, si |x − p| ≤ ε. Luego,

{
f(p + ε) > (p + ε) + µε

f(p− ε) < (p− ε)− µε
. Si

‖f−g‖r < δ con δ suficientemente chico, entonces g(p+ε) > p+ε, g(p−ε) < p−ε,

y g′(x) > 1 ∀ x ∈ [p− ε, p + ε]. Luego, ∃ ! pg ∈ [p− ε, p + ε] tal que g(pg) = pg.

Además, |g′(pg)| 6= 1.
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Otra forma:

Sea F : Diffr(R) × R → R tal que F (g, x) = g(x) − x. Entonces tenemos

que F (p, 0) = 0 y ∂2F |(f,p) = f ′(p) − 1 6= 0. Luego, por el teorema de la

Función Impĺıcita, existen U(p),U(f) y ϕ : U(f) → U(p) de clase Cr tales que

F (g, ϕ(g)) = 0.

Proposición 2.4.1. Sea g ∈ Diffr(S1) y p ∈ Per(g). Entonces, existe g1 Cr-

cerca de g tal que p es un punto (periódico) hiperbólico de g1.

Demostración. Si p es hiperbólico de g, no hay nada que probar. Luego, sea α,

0 < α < 1 arbitrariamente chico tal que si definimos ϕ : S1 → S1 verifica:

1. ϕ(x) = 0 si x /∈ U(p)

2. ϕ(p) = 0

3. ϕ′(p) = α

4. |ϕ′(p)| ≤ α

Entonces, esta ϕ está Cr-cerca de la función nula. Sea g1 = g + ϕ. Luego, g1

está Cr-cerca de g, y cumple g1(p) = g(p) + ϕ(p) = p y g1
′(p) = g′(p) + α 6= 1.

Teorema 2.4.3. Sea g1 ∈ Diffr(S1) tal que g1 tiene un punto hiperbólico p.

Entonces, existe g2 Cr-cerca de g1 tal que g2 tiene todos sus puntos periódicos

hiperbólicos.

Demostración. Observemos primero que cualquier g2 cerca de g1 tiene un punto

periódico hiperbólico de peŕıodo igual al peŕıodo de p según g1 (llamémoslo k).

Luego, sabemos que todos los puntos periódicos de g2 tienen peŕıodo k.

Sea G1 levantamiento de g1 y consideremos la función H : R2 → R dada por

H(x, t) = [Tt ◦ G1]k(x) − r, donde G1
k(p) = p + r. Luego, H(p, 0) = 0 y

∂tH 6= 0 (ya que G′ > 0) y entonces S = H−1(0) es una subvariedad de

R2. Consideremos π2 : S → R la proyección sobre la segunda componente y

sea t0 valor regular (arbitrariamente cerca de 0) de π2|S . Tomemos G2(x) =

Tt0 ◦G1(x). Afirmamos que si G2
k(x0) = r + x0 =⇒ G2

′(x0) 6= 1. En este caso,

tenemos que H(x0, t0) = 0. Como Ker(dH(x0,t0)) = T(x0,t0)S y t0 es un valor

regular, entonces ∂xH(x, t)|(x0,t0) 6= 0 pero ∂xH(x, t)|(x0,t0) = (G2
k)′(x0) − 1.

Sea g2 = π ◦G2. Luego, g2 tiene todos sus puntos periódicos hiperbólicos y esta

arbitrariamente Cr cerca de g1 (tomando t0 arbitrariamente chico).
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Corolario 2.4.1. Existe D ⊂ Diffr(S1) (abierto y denso) tal que si g ∈ D
entonces:

1. ρ(g) ∈ Q

2. Todo punto periódico de g es hiperbólico.

Demostración. abierto:

Sea g tal que ρ(g) ∈ Q y todo punto periódico de g es hiperbólico. Entonces

g tiene una cantidad finita de órbitas periódicas O(p1), . . . ,O(pk) que, por co-

modidad, supondremos puntos fijos. Para cada i, ∃ Ui(pi) y Ui(g) tal que si
∼
g ∈ Ui(g) =⇒ ∼

g tiene un (único) punto fijo en Ui y es hiperbólico. Podemos

suponer que Ui ∩ Uj = ∅ si i 6= j. Por otra parte, existe d > 0 tal que si

x /∈ ⋃
i

Ui =⇒ d(x, g(x)) > d =⇒ ∃
∼
U(g) tal que si

∼
g ∈

∼
U(g) =⇒ d(x,

∼
g) >

d

2
,

∀ x /∈ ⋃
i

Ui. Sea U(g) ⊂ U1(g)∩ . . .∩Uk(g)∩
∼
U(g). Luego, si

∼
g ∈ U(g) =⇒ ρ(

∼
g) ∈

Q y todos los puntos fijos (periódicos) de
∼
g son hiperbólicos.

Densidad:

Sea f ∈ Diffr(S1). Entonces, por el Cr-closing lemma obtenemos una g tal que

ρ(g) ∈ Q =⇒ ∃ g1 tal que ρ(g1) ∈ Q y g1 tiene un punto periódico hiperbólico.

Por Teorema 2.4.3, ∃ g2 tal que ρ(g2) ∈ Q y g2 tiene todos sus puntos periódicos

hiperbólicos. En cada paso, la perturbación es arbitrariamente pequeña.

Definición 2.4.2. f ∈ Diffr(S1) es llamado Morse - Smale si:

1. Ω(f) = Per(f)

2. #Per(f) < ∞

3. Todos los puntos periódicos de f son hiperbólicos.

Corolario 2.4.2. El conjunto de los difeos Morse-Smale en Diffr(S1) es abier-

to y denso.

Definición 2.4.3. Decimos que un difeo f : S1 → S1 de clase Cr es Cr-

estructuralmente estable si ∃ U(f) ⊂ Diffr(S1) tal que toda g ∈ U(f) es

conjugada a f .

Teorema 2.4.4. Si f : S1 → S1 es un difeo Cr Morse-Smale, entonces f es

Cr-estructuralmente estable.



CAPÍTULO 2. DINÁMICA EN S1 35

Demostración. Por comodidad supondremos que ρ(f) = 0, i.e., f tiene pun-

tos fijos p1, . . . , pk. Luego, ∃ U(f) tal que si g ∈ U(f) =⇒ g tiene puntos

fijos p1(g), . . . , pk(g) y pi(g) −→
g→f

pi. Ahora, S1\{p1, . . . , pk} = I1 ∪ . . . ∪ Ik y

f(Ii) = Ii, y también S1\{p1(g), . . . , pk(g)} = I1(g)∪ . . .∪ Ik(g), con g(Ii(g)) =

Ii(g). Conjugamos f |I1 con f |Ii(g), i = 1, . . . , k y se extiende esta conjugación a

p1, . . . , pk, obteniendo una conjugación ente f y g.

2.5. Ejercicios

1. Demostrar el Teorema de Hopf: sean f : S1 → S1, g : S1 → S1 dos fun-

ciones continuas del ćırculo, entonces f y g son homotópicas sii deg(f) =

deg(g).

2. Sean f : S1 → S1, g : S1 → S1 dos funciones continuas del ćırculo.

Mostrar que deg(f ◦ g) = deg(f).deg(g).

3. Sea f : S1 → S1 una función continua del ćırculo. Definimos Pn(f) = {p :

∃ 0 < k ≤ n / fk(p) = p}. Mostrar que ]Pn(f) ≥ |deg(f)n − 1|.

4. Sean f : S1 → S1, g : S1 → S1 dos homeomorfismos preservando ori-

entación que conmutan. Probar que ρ(f ◦g) = ρ(f)+ρ(g)(mod1). Concluir

que ρ(fn) = ρ(f)n(mod1).

5. Sea f : S1 → S1 un homeomorfismo del ćırculo que revierte orientación

(deg(f) = −1).

a) Mostrar que f tiene exactamente dos puntos fijos

b) Concluir que para cualquier x, ω(x) es un punto fijo o un punto

periódico de peŕıodo 2.

6. Sea ρ : Hom+(S1) → S1 la función que asocia a cada homeomorfismo

creciente del ćırculo su número de rotación. Probar que ρ es una función

continua. Sug: Mostrar que siempre se cumple que

∣∣∣∣
fmn(0)

mn
− fn(0)

n

∣∣∣∣ ≤
1
n

.
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7. Sea f : S1 → S1 conjugado a una rotación irracional. Probar que la

conjugación es única a menos de una rotación, es decir, si h1, h2 son dos

conjugaciones, entonces h1 = Rβ ◦ h2 para algún β.

8. Sean f, g ∈ Hom+(S1) que son semiconjugados por h con deg(h) = 1.

Probar que ρ(f) = ρ(g).

9. Sea C el conjunto de Cantor usual en [0, 1] y α un número irracional,

0 < α < 1. Encontrar f ∈ Hom+(S1) tal que ρ(f) = α y Ω(f) = C. Sug:

usar la función de Cantor y también usar (o demostrar?) que dados dos

conjuntos numerables y densos A,B en [0, 1] entonces existe h : [0, 1] →
[0, 1] homeomorfismo creciente tal que h(A) = B.

10. Sea f ∈ Hom+(S1) con número de rotación irracional. Probar que f es

conjugado a la rotación irracional sii Ω(f) es estable según Lyapunov.

11. Probar que no hay homeomorfismos expansivos en S1. (Sug: discutir según

número de rotación).

12. Probar que si f ∈ Diffr(S1) es estructuralmente estable entonces f es

Morse-Smale.



Caṕıtulo 3

Estabilidad local y flujos en

R2

En este caṕıtulo consideraremos campos X : Ω → Rn definidos en un conjun-

to abierto Ω ⊂ Rn y la correspondiente ecuación ẋ = X(x). El campo será siem-

pre de clase C1 y supondremos que define un flujo φt en Ω que es de clase C1

también (en particular supondremos que las soluciones de la ecuación diferencial

están definidas para todo t ∈ R).

3.1. Estabilidad de singularidades

Definición 3.1.1. Sea X un campo en Ω. Un punto x0 ∈ Ω es una singularidad

(o punto de equilibrio) si X(x0) = 0. Si X(q) 6= 0 diremos que q es regular.

Observemos que en ese caso si φt es el flujo asociado entonces φt(x0) = x0

para todo t ∈ R.

Definición 3.1.2. Sea x0 una singularidad del campo X. Decimos que x0 es

estable (según Lyapunov) si dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si ‖x − x0‖ < δ

entonces ‖φt(x)− x0‖ < ε para todo t ≥ 0.

Si además se cumple que existe δ0 tal que si ‖x− x0‖ < δ0 entonces

ĺım
t→∞

φt(x) = x0

diremos que x0 es asintóticamente estable.

37
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Daremos a continuación condiciones suficientes debidas a Lyapunov para

garantizar que un punto de equilibrio es estable. Por simplicidad, supodremos

siempre que el punto de equilibrio es x0 = 0.

Sea V : U → R una función definida en U entorno de una singularidad.

Definimos, en caso de que exista,

V̇ (x) =
d

dt
V (φt(x))|t=0.

Observar que si V es de clase C1 entonces V̇ existe y además no es necesario

conocer el flujo φt para conocer V̇ ya que en ese caso

V̇ (x) =< gradV (x), X(x) > .

Definición 3.1.3. Una función V : U → R donde U esta definida en un entorno

U de la singularidad x0 = 0 es una función de Lyapunov si

1. V es continua

2. Existe V̇ (x) para todo x ∈ U.

Ejemplo: Consideremos la siguiente ecuación en R2 :

ẋ = −y + x2

ẏ = x + y − y3

Y sea V (x, y) = x2 + y2. Entonces

V̇ (x, y) =< (2x, 2y), (−y + x2, x + y − y3) >= 2x3 + 2y2 − 2y4.

Teorema 3.1.1. Sea X un campo con X(0) = 0. Si existe una funcion de

Lyapunov V : U → R definida en un entorno de la singularidad x0 = 0 tal que

V (0) = 0, V (x) > 0 ∀x 6= 0 y V̇ (x) ≤ 0 entonces el punto de equilibrio 0 es

estable

Demostración. Consideremos ε > 0 y supondremos sin perdida de generalidad

que B(0, ε) ⊂ U. Sea m = min{V (x) : ‖x‖ = ε} que existe pues V es continua

y ∂B es compacto. Además m > 0. Por otro lado como V (0) = 0 existe δ > 0

tal que si ‖x‖ < δ entonces V (x) < m. Sea entonces x, ‖x‖ < δ y probemos que

‖φt(x)‖ < ε para cualquier t ≥ 0. Razonando por contradicción supongamos

que para algún t > 0 se tiene que φt(x) ≥ ε. Sea t0 = mı́n{s ∈ [0, t], φs(x) ≥ ε}.
Tenemos entonces que V (φt0(x) ≥ m. Por otro lado

V (φt0(x))− V (x) =
∫ t0

0

V̇ (φs(x))ds ≤ 0
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y por lo tanto V (φt0(x) ≤ V (x) < m lo que es una contradicción.

Ejemplos:

1. Consideremos

ẋ = y

ẏ = − sin(x)

Si tomamos V (x, y) = y2

2 +1− cos(x) en un entorno de (0, 0) tenemos que

V > 0 y V (0, 0) = 0. Además

V̇ (x, y) =< (sin(x), y), (y,− sin(x) >= 0

y por lo tanto (0, 0) es estable.

2.

ẋ = 2yx− x3

ẏ = −x2

Si tomamos V (x, y) = x2 + 2y2 entonces

V̇ (x, y) =< (2x, 4y), (2yx− x3,−x2) >= −2x4

y por lo tanto (0, 0) es estable.

Teorema 3.1.2. Sea X un campo con X(0) = 0. Si existe una funcion de

Lyapunov V : U → R definida en un entorno de la singularidad x0 = 0 tal que

V (0) = 0, V (x) > 0 ∀x 6= 0 y V̇ (x) < 0 ∀x 6= 0 entonces el punto de equilibrio

0 es asintoticamente estable

Demostración. Ya sabemos por el teorema anterior que 0 es estable. Luego,

dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si ‖x‖ < δ entonces ‖φt(x)‖ < ε. Probe-

mos que si ‖x‖ < δ entonces φt(x) → 0. Sabemos que V (x) > 0 y por la

hipotesis concluimos que V (φt(x)) es estricamente decreciente. Luego existe

ĺımt→∞ V (φt(x)) = a ≥ 0. Sea y ∈ ω(x) ⊂ B(x, ε) (esto último por ser estable).

Luego V (φt(y)) = ĺımk V (φt+tk
(x)) = a y por lo tanto V es constante a lo

largo de la trayectoria de y y la única posibilidad es que a = 0 y por lo tanto

y = 0.
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Ejemplo: Consideremos

ẋ = −y − x3

ẏ = x− y3

Si tomamos V (x, y) = x2 + y2 entonces

V̇ (x, y) =< (2x, 2y), (−y − x3, x− y3) >= −2x4 − 2y4

y por lo tanto (0, 0) es asintoticamente estable.

La condición del teorema 3.1.2 en realidad es necesaria, como dice el teorema

que sigue que enunciaremos sin demostración,

Teorema 3.1.3 (Massera). Sea ẋ = f(x) un campo C1 y x0 un punto de

equilibrio asintóticamente estable. Entonces existe una función V : U(x0) → R
continua con V (x) ≥ 0 y V (x) = 0 ⇔ x = x0 con V̇ (x) < 0 para x 6= x0.

3.2. Campos lineales y aproximación lineal

Consideremos A ∈ Mn×n(R) y el campo asociado ẋ = Ax No entraremos

en detalle del estudio de las soluciones de un campo lineal. Sin embargo comen-

zaremos viendo que el flujo de ẋ = Ax es lineal:

Proposición 3.2.1. Sea A ∈ Mn×n(R) y sea φt el flujo de ẋ = Ax. Entonces

φt es lineal

Demostración. Sean a, b ∈ R y x, y ∈ Rn. Y considermos ψ(t) = aφt(x)+bφt(y).

Luego

ψ̇(t) = aφ̇t(x) + bφ̇t(y) = aAφt(x) + bAφt(y) = A(aφt(x) + bφt(y)) = Aψ(t)

y por lo tanto ψ(t) es solución. Ademas ψ(0) = ax + by Luego ψ(t) = φt(ax +

by)

Observación 3.2.1. Si φt es el flujo de ẋ = Ax entonces ψt = φ−t es el flujo de

ẋ = −Ax.

Estudiaremos la estabilidad del origen como punto de equilibrio de ẋ =

Ax. Demostraremos que si los valores propios de A tienen parte real negativa

entonces 0 es asintoticamente estable. Para ello buscaremos una funcion de

Lyapunov adecuada.



CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD LOCAL Y FLUJOS EN R2 41

Sea M una matriz simétria y consideremos la forma cuadrática V : Rn → R
dada por V (x) =< Mx, x > . Veremos quien es V̇ respecto del campo Ax.

V̇ (x) = < Mẋ, x > + < Mx, ẋ >=< MAx, x > + < Mx, Ax >

= < MAx, x > + < AtMx, x >

= < (MA + AtM)x, x >= 2 < Mx, Ax >= 2 < MAx, x >

Denotemos por S es el espacio de las matrices simétrica n× n.

Lema 3.2.1. Sea A una matriz invertible tal que todos sus valores propios tienen

parte real negativa. Entonces, la transformación lineal LA : S → S definida

como

LA(M) = MA + AtM

es un isomorfismo.

Demostración. Basta demostrar que Ker(LA) = {0}. Sea M tal que MA +

AtM = 0. Luego MA = −AtM. Observemos que si v es un vector propio con

valor propio asociado λ se tiene que λMv = MAv = −AtMv y por lo tanto

AtMv = −λMv. Si Mv 6= 0 entonces Mv es vector propio de At con valor propio

−λ. Como los valores propios de A y At son iguales llegamos a un absurdo pues

en este caso −λ tendria parte real positiva. Por lo tanto Mv = 0. Utilizaremos

esta idea para mostrar que M = 0.

Como MA = −AtM concluimos que MAk = (−1)k(At)kM y por lo tanto

M(A− λI)k = (−1)k(At + λI)kM.

Sea B una base de jordan de A y sea v ∈ B. Resulta que existe una valor propio

λ de A y k ≥ 1 tal que (A− λI)kv = 0. Luego

0 = M(A− λI)kv = (−1)k(At + λI)kMv.

Si fuera Mv 6= 0 concluiŕıamos que −λ seŕıa valor propio de At (y por lo tanto

de A) con parte real positiva lo que es absurdo. Luego Mv = 0 cualquiera se

v ∈ B y por lo tanto, como B es base, M = 0.
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Lema 3.2.2. Sea A con todos sus valores propios con parte real negativa y sea

N una matriz simétrica definida negativa. Entonces M = L−1
A (N) es definida

positiva.

Demostración. Observemos primero que A → LA y A → L−1
A son continuas

con A. Por otro lado observamos que si LA(M) = N con N definida negativa

entonces 0 no es valor propio de M ya que de lo contrario, si Mv = 0 entonces

0 = 2 < Mv, Av >=< Nv, v >< 0.

Tambien observemos que L−I(N) = M−I es definida positiva ya que −2 <

M−Ix, x >= 2 < M−Ix,−x >=< Nx, x >< 0 si x 6= 0.

De ahora en adelate fijamos N definida negativa. Sea As, s ∈ [0, 1] una

isotoṕıa tal que A0 = −I, A1 = A y As siempre tiene sus valores propios

con parte real negativa. Sea Ls = LAs y Ms = L−1
s (N). Luego Ms depende

continuamente con s, Ms no tiene valor propio 0 para todo s ∈ [0, 1] y M0 es

definida positiva. Concluimos que M1 = L−1
A (N) es definida positiva pues tiene

todos sus valores propios positivos.

Teorema 3.2.1. Sea A con valores propios con parte real negativa. Entonces 0

es asintoticamente estable de ẋ = Ax.

Demostración. Por los lemas anteriores encontramos V : Rn → R forma cuadrática

definida positiva V (x) =< Mx, x > con V̇ (x) =< (MA + AtM)x, x > definida

negativa. Por el teorema 3.1.2 concluimos el resultado.

Ejemplo:

ẋ = x + 2y

ẏ = −3x − 3y

Entonces (0, 0) es asintoticamente estable ya que los valores propios de

A =

(
1 2

−3 −3

)

tiene parte real negativa.

Mostraremos ahora que si A tiene todos sus valores propios con parte real

negativa entonces tenemos un comportamiento exponencial del flujo.



CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD LOCAL Y FLUJOS EN R2 43

Teorema 3.2.2. Sea A tal que todos sus valores propios tiene parte real negativa

y sea φt el flujo de ẋ = Ax. Entonces existe C > 0 y a > 0 tal que si x 6= 0

entonces

‖φt(x)‖ ≤ Ce−at‖x‖ ∀ t ≥ 0.

Demostración. Sea V (x) =< Mx, x > función de Lyapunov cuadrática asociada

a A. Como φt es lineal y V es cuadratica tenemos que

V (φt(x)) = b2V (φt(
x

b
))

para cualquier b ∈ R. Sea E = {x : V (x) = 1.} Como V (φt(x)) es estrictamente

decreciente por ser V̇ definida negativa tenemos que existe 0 < λ < 1 tal que si

x ∈ E entonces V (φ1(x)) < λ. Por lo tanto

V (φ1(x)) < λV (x)

para cualquier x ∈ Rn. Por lo tanto para n ≥ 0 deducimos que V (φn(x)) <

λnV (x). Sea t ≥ 0 y escribimos t = n + r con 0 ≤ r < 1. Luego V (φt(x)) <

λt 1
λV (x). Como V es cuadrática definida positiva, existe d y D positivos tal que

d‖x‖2 ≤ V (x) ≤ D‖x‖2.

Por lo tanto

d‖φt(x)‖2 ≤ V (φt(x)) < λt D

λ
‖x‖2.

Haciendo C =
√

D
λd y −a = 1

2 log λ. se tiene el resultado.

Corolario 3.2.1. Sean A y φt como en el teorema anterior. Entonces existen

C1 y a > 0 tal que

‖φ−t(x)‖ ≥ C1e
at‖x‖ ∀ t ≥ 0.

Demostración. Como

‖x‖ = ‖φt(φ−t(x))‖ < Ce−at‖φ−t(x)‖

y por lo tanto

‖φ−t(x)‖ >
1
C

eat‖x‖.
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Corolario 3.2.2. Sean A,φt como en el teorema anterior y sea V una forma

cuadrática asociada a ẋ = Ax. Entonces. si x 6= 0,

ĺım
t→∞

V (φt(x)) = 0 ĺım
t→−∞

V (φt(x)) = ∞.

Corolario 3.2.3. Sea B una matriz tal que todos sus valores propios tengas

parte real positiva y sea φt el flujo de ẋ = Bx. Entonces existe C > 0 y a > 0

tal que si x 6= 0 entonces

‖φ−t(x)‖ ≤ Ce−at‖x‖ ∀ t ≥ 0

y

‖φt(x)‖ ≥ C1e
at‖x‖ ∀ t ≥ 0.

Obtendremos ahora resultados sobre el punto de equilibrio x0 de una ecuación

diferencial ẋ = f(x) a partir de la aproximación lineal en dicho punto.

Teorema 3.2.3. Sea f : Ω → Rn un campo y x0 una singularidad, es decir,

f(x0) = 0. Sea A = dfx0 . Entonces, si todos los valores propios de A tienen parte

real negativa, x0 es un punto de equilibrio asintoticamente estable de ẋ = f(x).

Demostración. Mediante un cambio de coordenadas podemos suponer sin per-

dida de generalidad que x0 = 0. El campo puede escribirse como

f(x) = Ax + R(x) donde ĺım
x→0

R(x)
‖x‖ = 0.

La idea es mostrar que la función de Lyapunov cuadrática para ẋ = Ax también

sirve para ẋ = f(x). Consideremos entonces V : Rn → R dada por V (x) =<

Mx, x > donde M es definida positiva y N = MA + AtM es definida negativa.

Como N es definida negativa existe a > 0 tal que < Nx, x >≤ −a‖x‖2 para

todo x ∈ Rn. Sea η > 0 tal que

2‖M‖η < a.

Existe ε > 0 tal que si ‖x‖ ≤ ε entonces

‖R(x)‖
‖x‖ < η.

Veremos que V̇ para el campo f(x) es negativa en B(0, ε) con lo cual aplicando

el teorema 3.1.2 concluiŕıamos la demostración. Supondremos en lo que sigue

que 0 6= ‖x‖ < ε.
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V̇ (x) = < Mẋ, x > + < Mx, ẋ >

= < Mf(x), x > + < Mx, f(x) >

= < M(Ax + R(x)), x > + < Mx,Ax + R(x) >

= < (MA + AtM)x, x > +2 < MR(x), x >

≤ −a‖x‖2 + 2‖M‖‖R(x)‖‖x‖
= ‖x‖2

(
−a + 2‖M‖‖R(x)‖

‖x‖
)

< ‖x‖2 (−a + 2‖M‖η) < 0.

Ejemplo: El origen es asintoticamente estable de

ẋ = −x +x3 y2

ẏ = −2y 3x2y

ya que su parte lineal es

A =

(
−1 0

0 −2

)

3.2.1. Campos lineales hiperbólicos

Teorema 3.2.4. Sea A tal que todos sus valores propios tengan parte real neg-

ativa. Entonces los flujos de ẋ = Ax y de ẋ = −x son conjugados.

Demostración. Denotemos por φt el flujo de ẋ = Ax y por ψt el flujo de ẋ = −x.

Observemos que si x 6= 0 entonces existe un t = t(x) tal que ‖ψt(x)‖ = 1, es

decir, la trayectoria por x corta a la esfera unitaria Sn en un único punto

(ψt(x) = e−tx).

Sea V (x) =< Mx, x > función de Lyapunov asociada a ẋ = Ax con M

definida positiva y N = MA+AtM definida negativa. Demostremos que si x 6= 0

entonces existe un único t = t(x) tal que V (φt(x)) = 1, es decir, la trayectoria

por x intersecta al elipsoide E = {x :< Mx, x >= 1} en un unico punto. Por

el corolario 3.2.2 sabemos que existe algún t = t(x) tal que V (φt(x)) = 1 y por

otro lado como V (φt(x)) es una función estrictamente decreciente ese t = t(x)

es único.
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Sea h : Sn → E un homeomorfismo cualquiera. Definiremos una conjugación

H : Rn → Rn entre φ y ψ. Si x 6= 0 sea tx tal que ψt(x) ∈ Sn y definimos

H(x) = φ−tx
◦ h ◦ ψtx

(x).

Definiendo H(0) = 0 es facil ver que H es un homeo que conjuga los flujos.

Corolario 3.2.4. Sean A y B matrices con todos los valores propios con parte

real negativa, entonces los flujos de ẋ = Ax y de ẋ = Bx son conjugados.

Definición 3.2.1. Decimos que un campo lineal ẋ = Ax es hiperbólico si A no

tiene valores propios con parte real nula.

Teorema 3.2.5. Sea ẋ = Ax un campo lineal hiperbólico y sea φt el flujo

correspondiente. Entonces existen subespacios Es y Eu y constantes C > 0 y

a > 0 tales que

1. Rn = Es ⊕ Eu.

2. φt(Es) = Es y φt(Eu) = Eu para todo t ∈ R.

3. Si x ∈ Es entonces ‖φt(x)‖ ≤ Ce−at‖x‖ para t ≥ 0.

4. Si x ∈ Eu entonces ‖φ−t(x)‖ ≤ Ce−at‖x‖ para t ≥ 0.

Demostración. Sea Es la suma de todos los subespacios generalizados de A

asociados a valores propios con parte real negativa y Eu el correspondiente a

los valores propios con parte real positiva. Entonces Rn = Es ⊕ Eu. Por otra

parte como A(Es) = Es y A(Eu) = Eu deducimos la invariancia por el flujo de

estos subespacios. Ademas As = A/Es da un campo lineal con todos los valores

propios negativos y Au = A/Eu da un campo con todos los valores propios

positivos concluimos el resultado de los corolarios 3.2.2 y 3.2.1.

Definición 3.2.2. Sea ẋ = Ax campo lineal hiperbólico. Se lama indice (de

Morse) de A a la dimensión del subespacio Es. Al subespacio Es (respec. Eu)

lo llamaremos subespacio estable (respec. inestable). Diremos que el origen es

atractor si Es = Rn, repulsor si Eu = Rn y silla en los demas casos.

Teorema 3.2.6. Sean ẋ = Ax y ẋ = Bx dos campos hiperbólicos que tienen

el mismo indice y sean φt y ψt los respectivos flujos. Entonces φt y ψt son

conjugados.
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Demostración. Sean Es
A y Es

B los subespacios estables de φt y ψt respectiva-

mente. Como dimEs
A = dimEs

B concluimos que φs
t = φt/Es

A y ψs
t = φt/Es

B son

conjugados por hs : Es
A → Es

B en base al corolario 3.2.4

Analogamente φu
t = φt/Eu

A y ψu
t = φt/Eu

B son conjugados por hu : Eu
A →

Eu
B .

Definiendo h : Rn = Es
A ⊕ Eu

A → Rn = Es
B ⊕ Eu

B por h = hs ⊕ hu tenemos

que h es una conjugación (por la linealidad de los flujos).

Concluimos esta sección enunciando un teorema que probaremos en el sigu-

iente caṕıtulo. Primero precisamos una definición.

Definición 3.2.3. Sea F : Ω → Rn un campo C1 y sea x0 una singularidad.

Decimos que x0 es una singularidad hiperbólica si ẋ = dFx0x es un campo lineal

hiperbólico. La singularidad es de tipo atractor, repulsor o silla acorde con el

caracter del origen en ẋ = dFx0x.

Teorema 3.2.7 (Hartman-Grobman). Sea F : Ω → Rn un campo C1 y sea

x0 una singularidad hiperbólica con A = dFx0 . Entonces el flujo de ẋ = F (x)

y el flujo de ẋ = Ax son localmente conjugados, es decir, existe U(x0), V (0) y

h : U → V homeo tal que

h ◦ φF
t = φA

t ◦ h.

3.3. Flujo Tubular

Definición 3.3.1. Sea X : Ω → Rn un campo y p ∈ Ω. Una sección tranversal

local en p es un subconjunto Σ ⊂ Ω tal que p ∈ Σ y tal que existe h : Bn−1 ⊂
Rn−1 → Rn diferenciable e inyectiva con Bn−1 una bola en Rn−1 tal que Σ =

h(Bn−1) y tal que para todo x ∈ Bn−1 se tiene que

Rn = dhx(Rn−1)⊕X(h(x)).

Observamos en la definición anterior que necesariamente X(p) 6= 0.

Proposición 3.3.1. Sea X : Ω → Rn un campo y sea p ∈ Ω tal que X(p) 6= 0.

Entonces existe una sección transversal local en p.

Demostración. Sea {v1, . . . , vn−1} una base ortonormal de X(p)⊥ y definimos

h : Rn−1 → Rn por h(x1, . . . , xn−1) = p +
∑n−1

i=0 xivi. Existe δ > 0 tal que si
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‖q − p‖ ≤ δ entonces < X(p), X(q) >6= 0. Luego Σ = h(Bn−1(0, δ)) es una

sección trasversal local.

Teorema 3.3.1 (Flujo Tubular). Sea X : Ω → Rn un campo Cr, r ≥ 1 y p ∈ Ω

tal que X(p) 6= 0. Entonces existen ε > 0, δ > 0, un entorno U(p) de p y un

difeomorfismo Cr H : U(p) → (−ε, ε)×Bn−1(0, δ) tal que si q ∈ U(p) entonces

dHq(X(q)) = (1, 0, . . . , 0).

En particular H es una Cr conjucación entre el flujo de X en U y el flujo del

campo constante horizontal Y = (1, 0, . . . , 0) en (−ε, ε)×Bn−1(0, δ).

Demostración. Sea h : Bn−1(0, η) → Rn una sección transversal local en p con

h(0) = p. Definimos F : R×Bn−1(0, η) → Ω por

F (t, x) = φt(h(x))

donde φt es el flujo de X. Ahora, ∂F (t,x)
∂t |(0,0)

= X(p) y ∂F (t,x)
∂x |(0,0)

= dh0.

Por lo tanto dF(0,0) es un isomorfismo y luego F es un Cr difeomorfismo local.

Luego existen ε > 0 y δ > 0 tal que F/(−ε,ε)×Bn−1(0,δ) es un difeomorfismo

de (−ε, ε) × Bn−1(0, δ) en U = F ((−ε, ε) × Bn−1(0, δ) abierto que contiene a

F (0, 0) = p. Observemos que si F (t, x) = q

dF(t,x)(1, 0 . . . , 0) =
d

dt
F (t, x)|(t,x) =

d

dt
φt(x) = X(φt(x)) = X(q).

Luego H : U → (−ε, ε)×Bn−1(0, δ), H = F−1 es el difeomorfismo buscado.

Corolario 3.3.1. En las mismas condiciones del teorema anterior sea Π :

U(p) → Σ definido como Π(q) = φt(q)(q) donde t(q) es tal que |t| < ε y

φt(q) ∈ Σ. Entonces V esta bien definida y es de clase Cr.

Demostración.

Π = F ◦Π2 ◦H.

3.4. Teorema de Poincare-Bendixon

En esta sección estudiaremos campos y flujos en R2. La dimensión dos y la

topologia del plano imponen ciertas restricciones sobre la dinámica:



CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD LOCAL Y FLUJOS EN R2 49

Teorema 3.4.1 (Poincare-Bendixon). Sea X : Ω ⊂ R2 → R2 campo C1 y sea

p ∈ Ω tal que ω(p) es un compacto en Ω. Supondremos que ω(p) contiene a

lo sumo una cantidad finita de singularidades. Entonces una y solo una de las

siguientes afirmaciones se verifica:

1. ω(p) es una sola singularidad.

2. ω(p) es una única orbita periódica.

3. Si ω(p) tiene puntos regulares y singulares entonces para todo q ∈ ω(p)

regular se tiene que α(q) y ω(q) son singularidades. Si x0 es una singu-

laridad en ω(p) entonces existen q1, q2 ∈ ω(p) regulares tales que ω(q1) =

x0 = α(q2).

La demostración está basada en una serie de lemas que demostraremos a

seguir y en el siguiente conocido teorema de Jordan que enunciaremos sin de-

mostración.

Teorema 3.4.2 (Jordan). Sea γ ⊂ R2 una curva simple cerrada. Entonces

R2\γ tiene exactamente dos componentes conexas.

Observemos que como estamos en R2 una sección transversal local es la

imagen de un intervalo y por lo tanto se puede orientar. En lo que sigue siempre

que tomemos una sección transversal local la consideraremos orientada. Además

siempre supondremos que esta sección transversal es parte de un abierto donde

se aplica el teorema del flujo tubular.

Lema 3.4.1. Sea q ∈ ω(p) un punto regular y Σ una sección transversal local

por q. Entonces existe una sucesión tk ↗∞ tal que Σ ∩ O+(p) = {φtk
(p) : k =

1, 2, . . .} y la sucesión pk = φtk
(p) ⊂ Σ es monótona.

Demostración. Observemos primeramente que T = {t ≥ 0 : φt(p) ∈ Σ} es

discreto (esto es consecuencia inmediata del flujo tubular) y T es infinito ya que

q ∈ ω(p). Luego T = {tk} que crece a infinito.

Para demostrar la monoticidad basta mostrar que si pi−1 < pi según la

orientación de Σ entonces pi < pi+1. Consideremos γ = [pi−1, pi] ∪ {φt(p) :

ti−1 ≤ t ≤ ti} donde [pi−1, pi] es el intervalo en Σ determinado por los puntos

pi−1, pi. Como γ es una curva simple cerrada divide a R2 en dos componentes

A y B. Observemos que para 0 < s < ε se tiene que φs(pi) pertenece a una

de estas componentes que llamaremos A. Esta componente tambien contiene a
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φs(x), x ∈ (pi−1, pi] con 0 < s < ε y también a {x ∈ Σ : x > pi}. Por otro lado

la otra componente B contiene a φs(x), x ∈ [pi−1, pi) con −ε < s < 0 y tambien

a {x ∈ Σ : x < pi−1}. Como {φt(p) : ti < t < ti+1} ∩ γ = ∅ deducimos que

{φt(p) : ti < t < ti+1} ⊂ A y por lo tanto, como pi+1 /∈ [pi−1, pi] concluimos

que pi+1 > pi.

Corolario 3.4.1. Sea Σ una sección transversal local. Entonces ω(p) ∩ Σ con-

siste a lo mas de un punto.

Lema 3.4.2. Sea q ∈ ω(p) regular. Si ω(q) contiene puntos regulares entonces

q es periodico y ω(p) = O(q). Analogamente, si α(q) contiene puntos regulares

entonces q es periodico y ω(p) = O(q).

Demostración. Sea z ∈ ω(q) regular y sea Σ sección transversal local por z.

Luego O+(q) ∩ Σ 6= ∅. Por otra parte O(q) ⊂ ω(p) y por el corolario 3.4.1

deducimos que z ∈ O(q). Luego O(q) = ω(q) y deducimos que q es periodico ya

que necesariamente q ∈ O+(q).

Probemos ahora que ω(p) = O(q). Por el corolario 3.4.1, para cada sección

transersal Σz por z ∈ O(q) tenemos que ω(p) ∩ Σz = z. Esto implica que

(cubriendo O(q) con una cantidad finita de entornos tubulares) que O(q) es

aislado en ω(p). Como ω(p) es conexo deducimos que ω(p) = O(q).

Lema 3.4.3. Sea x0 una singularidad tal que x0  ω(p). Entonces existen

q1, q2 ∈ ω(p) regulares tales que ω(q1) = x0 = α(q2).

Demostración. Sea B = B(x0, ε) tal que sing(ω(p)) ∩ B = {x0} y tal que

ω(p) ∩Bc 6= ∅. Sea tk →∞ tal que φtk
→ x0. y consideremos tsk = mı́n{t > tk :

φt(p) /∈ B} y tik = máx{t < tk : φt(p) /∈ B}. Es facil ver que

tsk →k ∞, tik →k ∞, tsk − tk →k ∞, tk − tik →k ∞.

Sea q1 punto de acumulación de φti
k
(p) y q2 punto de acumulación de φts

k
(p).

Luego q1, q2 ∈ ω(p). Por otro lado O+(q1) ⊂ B y O−(q2) ⊂ B. Por el lema

3.4.2 ω(q1) ⊂ sing(ω(p)) concluimos que ω(q1) = x0. Analogamente α(q2) ⊂
sing(ω(p)) y entonces α(q2) = x0.

Demostración del teorema 3.4.1:
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1. Si ω(p) solo contiene puntos singulares entonces ω(p) es una única singu-

laridad ya que ω(p) es conexo y contiene a lo suma una cantidad finita de

singularidades.

2. Si ω(p) solo contiene puntos regulares entonces ω(p) es una órbita periódica

por el lema 3.4.2

3. Supongamos que ω(p) contiene puntos regulares y singulares. Sea q ∈
ω(p) regular. Entonces, como ω(p) contiene puntos singulares, por el lema

3.4.2 y por el argumento en en comienzo de esta demostración deducimos

que ω(q) es una sola singularidad. Analogamente α(q) tambien es una

singularidad. El resto se deduce del lema 3.4.3

Observación 3.4.1. En realidad el teorema de Poincare-Bendixon es valido no

solo en el plano sino en cualquier superficie donde sea válido el enunciado del

teorema de Jordan. Estas superficies incluyen a la esfera y al cilindro en partic-

ular.

Una consecuencia del teorema de Poincare-Bendixon es sobre la existencia de

singularidades. Si bien hay teoremas profundos (Poincare-Hofp) que relacionan

la existencia de singularidades con la topologia, no nos basaremos en estos.

Corolario 3.4.2. Sea X : R2 → R2 un campo que tiene una órbita periodica.

Entonces X tiene una singularidad.

Demostración. Supongamos que no hubiera singularidad. Si γ es una órbita

periodica denotamos por int(γ) la componente acotada de R2\γ y por Γ = γ ∪∫
(gamma). Ordenaremos el conjunto F de las orbitas periódicas por inclusión:

γ1 ≤ γ2 ⇔ Γ2 ⊂ Γ1.

Sea C una cadena totalmente ordenada y sea A = ∩γ∈CΓ. Luego A 6= ∅ por

la P.I.F. Ademas A es invariante por el flujo y como no hay puntos singulares,

todo punto de A es regular. Sea p ∈ A. Deducimos que ω(p) ⊂ A es una orbita

periódica mas grande que cualquier elemento de C. Luego F tiene un elemento

maximal por el lemma de Zorn. Luego existe γ orbita periódica sin ninguna

otra órbita periódica en su interior. Sea p
∫

γ. Luego α(p) = ω(p) = γ. Esto es

absurdo por el lema ??

Corolario 3.4.3. Sea X un campo C1 tangente en S2. Luego X tiene una

singularidad.
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3.5. Ejercicios

1. Estudiar la estabilidad del punto de equilibrio de los siguientes sistemas:

{
ẋ = −y3

ẏ = x3





ẋ = −2y + yz

ẏ = x − xz

ż = xy

2. Sea ẋ = f(x) y sea x0 un punto de equilibrio. Sea V : U(x0) → R continua

tal que V (x) > 0 si x 6= x0 y V (x0) = 0 y tal que V̇ > 0. Probar que x0

es asintoticamente estable en el pasado (e inestable en el futuro).

3. Croquizar las trayectorias de ẋ = Ax donde A es 2× 2 discutiendo según

los valores propios de A.

4. Sea f un campo en R2 tal que 0 es un punto de equilibrio. Supongamos

que existe una bola B(0) tal que no hay ninguna otra singularidad en B

ni tampoco ninguna órbita periódica totalmente contenida en B. Supong-

amos que V (x, y) = x2 + y2 verifica que V̇ ≤ 0. Probar que 0 es asintoti-

camente estable.

5. Croquizar (o dar explicitamente) un campo en R tal que 0 es una singu-

laridad estable pero no existe V con V (0) = 0 y V (x) > 0 ∀ x 6= 0 y tal

que V̇ ≤ 0.

6. Determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio via la aproximación

lineal de

ẋ = −x− y2x

ẏ = y2 − 1 + x

7. Croquizar y determinar cuáles de los siguientes sistemas lineales ẋ = Aix

son conjugados:

A1 =



−1 0 0

0 −2 1

0 1 −2


 A2 =




1 0 0

0 −2 1

0 1 −2




A3 =



−1 0 0

0 −1 0

0 0 2


 A4 =



−1 1 0

1 −1 0

0 0 −2



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8. Probar que

ẋ = 1 + x4 + y2(x + 1)

ẏ = y(x2 + 1)

no tiene ninguna órbita periódica.

9. Consideremos

ẋ = x− y − x3

ẏ = x + y − y3

Pruebe que hay una órbita periódica en la región A = {(x, y) : 1 ≤
x2 + y2 ≤ 2}. Sugerencia: Estudiar que sucede en las curvas de nivel de

V (x, y) = x2 + y2.

10. Sea X un campo en R2 tal que 0 es una singularidad estable. Probar que

una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

a) hay una sucesión de singularidades que convergen a 0.

b) hay una sucesión de órbitas periodicas que convergen a 0

c) 0 es asintóticamente estable.

11. Sean φt y ψt dos flujos de clase C1 en S2 que conmutan, i.e., φt◦ψs = ψx◦φt

para todo s, t. Probar que φt y ψt tienen una singularidad en común.



Caṕıtulo 4

Hiperbolicidad: una breve

introducción

La hiperbolicidad representa un papel central en la teoŕıa de sistemas dinámi-

cos: es el paradigma de los sistemas llamados “caóticos”(son sistemas inherente-

mente impredecibles) a pesar de lo cual se tiene un descripción bastante com-

pleta de su dinámica. Por otro lado tienen propiedades de estabilidad, lo que

implica que esta “caoticidad” no se destruye por pequeñas perturbaciones del

sistema.

Comenzaremos estudiando transformaciones lineales hiperbólicas donde, a

pesar de la dinámica ser trivial (por no existir recurrencia no trivial), varias de

las ideas y métodos de la teoŕıa se presentan de forma mas elemental.

Seguiremos luego con lo que es llamada la teoŕıa hiperbólica local y el teo-

rema de Hartman. Luego estudiaremos dos ejemplos clásicos de la dinámica

hiperbólica.

4.1. Transformaciones lineales hiperbólicas

Definición 4.1.1. Una transformación lineal (invertible) A : Rn → Rn es

hiperbólica si todos sus valores propios tienen módulo diferente de 1.

Lema 4.1.1. Sea A : Rn → Rn lineal hiperbólica tal que todos sus valores

propios tienen módulo menor que 1. Entonces existen C > 0 y 0 < λ < 1 tal

que ‖Anv‖ ≤ Cλn‖v‖, n ≥ 0, v ∈ Rn.

54
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Demostración. Es fácil ver que existe n0 tal que ‖An0‖ < γ < 1. Sea C1 =

sup{‖Aj‖ : j = 0, ..., n0} y λ = γ1/n0 . Dado cualquier n ≥ 0, escribimos n =

kn0 + r con 0 ≤ r < n0. Resulta entonces que

‖An‖ ≤ ‖Akn0‖‖Ar‖ ≤ C1γ
k ≤ C1

γ
λn = Cλn.

Lema 4.1.2. Sea A : Rn → Rn lineal hiperbólica. Entonces existen subespacios

Es, Eu (llamados subespacio estable e inestable respectivamente) tales que:

1. Rn = Es ⊕ Eu.

2. A(Es) = Es, A(Eu) = Eu, es decir, Es y Eu son invariantes por A.

3. Existe C > 0 y 0 < λ < 1 tal que:

‖Anv‖ ≤ Cλn‖v‖, n ≥ 0, v ∈ Es y ‖A−nv‖ ≤ Cλn‖v‖, n ≥ 0, v ∈ Eu.

4. Para x ∈ Rn definimos Es
x = x + Es y Eu

x = x + Eu. Se tiene que si

y ∈ Es
x =⇒ ‖Any − Anx‖ ≤ Cλn →n→∞ 0 si n ≥ 0. Análogamente, para

n ≥ 0 e y ∈ Eu
x se tiene que ‖A−ny −A−nx‖ ≤ Cλn →n→∞ 0.

Demostración. Queda como ejercicio para el lector.

4.1.1. Estabilidad

Lema 4.1.3 (Norma adaptada). Sea A : Rn → Rn hiperbólica, Rn = Es ⊕ Eu

su descomposición en subespacio estable e inestable. Entonces existe un norma

‖.‖1 : Rn → R y 0 < a < 1 tal que

‖A/Es‖1 < a < 1 y ‖A−1
/Eu‖1 < a < 1.

Demostración. Supongamos primeramente que Es = Rn. Sabemos que existen

C > 0 y 0 < λ < 1 tal que ‖An‖ ≤ Cλn. Consideremos n0 tal que Cλn0 < 1.

Fijado n0 definimos una nueva norma ‖.‖s definida por

‖v‖s =
n0−1∑

j=0

‖Ajv‖.
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Es fácil ver que existe K tal que ‖v‖s ≤ K‖v‖. Luego observamos que:

‖Av‖s =
n0∑

j=1

‖Ajv‖ = ‖v‖s + ‖An0v‖ − ‖v‖ ≤ ‖v‖s + (Cλn0 − 1)‖v‖

≤
(

1 +
Cλn0 − 1

K

)
‖v‖s = a‖v‖s.

Ahora, en el caso A : Rn → Rn con Rn = Es ⊕ Eu, aplicando lo anterior

construimos normas ‖.‖s y ‖.‖u en Es y Eu respectivamente tales que ‖A/Es‖s <

a < 1 y ‖A−1
/Eu‖u < a < 1. Basta definir entonces, escribiendo v = (vs, vu) con

respecto a la descomposición Rn = Es ⊕ Eu, la norma ‖.‖1 como

‖v‖1 = máx{‖vs‖s, ‖vu‖u}.

Definición 4.1.2. Sea K > 0. Una sucesión {xn}n∈Z en Rn es una K-pseudo-

órbita (con respecto a A : Rn → Rn) si ‖Axn − xn+1‖ ≤ K ∀n ∈ Z.

Lema 4.1.4 (Propiedad de sombreado). Sea A : Rn → Rn lineal hiperbólica

y sea K > 0. Entonces existe α = α(K) tal que si {xn}n∈Z es una K-pseudo

órbita entonces existe un único z ∈ Rn tal que ‖Anz − xn‖ ≤ α ∀n ∈ Z.

Demostración. Comencemos con un caso particular:

Sublema: Sea A : Rn → Rn lineal tal que ‖A‖ < a < 1 y sea K > 0.

Entonces existe α = α(K) tal que si {xn}n∈Z es una K-pseudo órbita entonces

existe un único z ∈ Rn tal que ‖Amz − xm‖ ≤ α ∀m ∈ Z.

Demostración. Consideremos xm : m ≥ 0. Observemos que por ser A una

contracción tenemos que

‖Amx0 − xm‖ ≤
m−1∑

j=0

‖Am−jxj −Am−(j+1)xj+1‖

≤
m−1∑

j=0

‖Am−(j+1)(Axj − xj+1)‖

≤
m−1∑

j=0

am−(j+1)K

= K
∑

j = 0m−1aj ≤ K

1− a



CAPÍTULO 4. HIPERBOLICIDAD: UNA BREVE INTRODUCCIÓN 57

Luego, tomando α = K
1−a , cualquier K-pseudo órbita positiva {xn}n≥0 es

sombreada (a menos de α) por la órbita positiva según A de un punto w = w(x0).

Re-indexando la sucesión {xn}n≥−m encontramos un punto wm tal que

‖An+mwm − xn‖ ≤ α n ≥ −m.

Escribiendo zm = Amwm concluimos que ‖Anzm − xn‖ ≤ α para cualquier n ≥
−m. Tomando z un punto de acumulación de zm (y suponiendo que ĺımm zm =

z) concluimos que para cualquier n ∈ Z se tiene que

‖Anz − xn‖ = ĺım
m
‖Anzm − xn‖ ≤ α.

Finalmente, tal punto z debe ser único (¿por qué?).

Cotinuemos ahora con la demostración de la propiedad del sombreado.

Consideremos la descomposición Rn = Es⊕Eu correspondiente a A : Rn →
Rn y escribimos x ∈ Rn por x = (xs, xu) con respecto a esta descomposición.

Vamos a trabajar con la norma adaptada encontrada en el lema anterior y que

notaremos por comodidad ‖.‖.
Sea xm, m ∈ Z una K-pseudo órbita y tomemos α = K

1−a . Excribimos

xm = (xm
s , xm

u ). Aplicando el sublema a A/Es y a A/Eu concluimos que existe

ys e yu tal que ‖Amys − xm
s ‖ ≤ α y ‖Amyu − xm

u ‖ ≤ α para cualquier m ∈ Z.

Luego y = (ys, yu) es el punto cuya órbita por A sombrea xm.

Lema 4.1.5. Sea A : Rn → Rn lineal hiperbólica. Existe ε > 0 tal que si

G : Rn → Rn es un homeomorfismo y g = G − A tiene constante de Lipschitz

menor que ε entonces G = A + g es expansivo con constante de expansividad

infinita.

Demostración. Por comodidad seguimos trabajando con la norma adaptada

para A y con la descomposición Rn = Es ⊕ Eu.

Consideremos x 6= y dos puntos de Rn. Supongamos primero que ‖x− y‖ =

‖xu − yu‖. Resulta entonces que:

‖G(x)−G(y)‖ = ‖(A + g)(x)− (A + g)(y)‖ ≥ ‖Ax−Ay‖ − ‖g(x)− g(y)‖
≥ a−1‖xu − yu‖ − ε‖x− y‖ = (a−1 − ε)‖x− y‖.

Por otro lado, de forma análoga vemos que ‖(G(x)−G(y))s‖ ≤ (a + ε)‖x− y‖.
Concluimos que si ε es tal que a + ε < 1 < a−1 − ε entonces ‖G(x) − G(y)‖ =
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‖ (G(x)−G(y))u ‖ y ‖G(x)−G(y)‖ ≥ (a−1−ε)‖x−y‖. Inductivamente tenemos

que ‖Gn(x)−Gn(y)‖ ≥ (a−1 − ε)n‖x− y‖ →n→+∞ ∞.

Razonando de la misma manera en el caso ‖x− y‖ = ‖xs − ys‖ concluimos

que ‖G−n(x)−G−n(y)‖ ≥ (a−1 − ε)n‖x− y‖ →n→+∞ ∞.

Teorema 4.1.1 (Estabilidad global de mapas lineales hiperbólicos). Sea A :

Rn → Rn lineal hiperbólica. Existe ε > 0 tal que si G : Rn → Rn es un homeo-

morfismo que verifica sup{‖G(x)−Ax‖ : x ∈ Rn} < ∞ y G−A tiene constante

de Lipschitz menor que ε entonces G y A son conjugados.

Demostración. Tenemos que hallar un homeomorfismo H : Rn → Rn tal que

H ◦ G = A ◦ H. Sea K > 0 tal que sup{‖G(x) − Ax‖ : x ∈ Rn} < K. Vemos

entonces que dado cualquier x ∈ Rn la órbita según G, {Gn(x) : n ∈ Z}, es una

K-pseudo órbita de A. Por la propiedad del sombreado concluimos que existe

α > 0 tal que para cualquier x ∈ Rn existe un único z ∈ Rn que verifica:

‖Anz −Gn(x)‖ ≤ α para cualquier n ∈ Z. (4.1)

Definimos entonces H : Rn → Rn por H(x) = z donde z es el único punto que

verifica (4.1). En otras palabras ‖An(H(x))−Gn(x)‖ ≤ α ∀n ∈ Z. Verifiquemos

primeramente que H conjuga G con A. En efecto, tenemos que ‖An(A◦H(x))−
Gn(G(x))‖ ≤ α ∀n ∈ Z y por lo tanto H(G(x)) = A(H(x)). De ah́ı que nos

falta probar únicamente que H es un homeomorfismo.

H es continua: sea x ∈ Rn y sea xm una sucesión tal que xm → x. Quere-

mos probar que H(xm) → H(x). Sea H(xmk
) una subsucesión de H(xm) que

converge a un punto y y sea p ∈ Z cualquiera. Observamos que

‖Apy −Gp(x)‖ = ĺım
k
‖Ap(H(xmk

))−Gp(xmk
)‖ ≤ α

y por lo tanto y = H(x). Como H(xm) es un sucesión acotada (por serlo

xm) concluimos que H(x) es el único punto de acumulación de H(xm). Luego

H(xm) → H(x) y probamos que H es continua.

H es inyectiva: Esto es consecuencia de la expansividad de G. En efecto, supong-

amos que H(x1) = H(x2). Deducimos que ‖Gn(x1) − Gn(x2)‖ ≤ 2α ∀n ∈ Z y

por lo tanto x1 = x2.

H es sobreyectiva: Supongamos que ∃y ∈ Rn tal que H(x) 6= y ∀x ∈ Rn.

Consideremos B = B(0, 4α) la bola (cerrada) de radio 4α centrada en el origen
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y la función g : B → ∂B definida por g(x) = 4α H(x+y)−y
‖H(x+y)−y‖. Es fácil ver que si

x ∈ ∂B entonces g(x) 6= −x. Por lo tanto tenemos una función continua de la

bola en el borde de la misma y tal que en el borde es (isotópica a) la identidad.

Esto contradice el Teorema del punto fijo de Brower.

H−1 es continua: Es similar a la prueba de la continuidad de H.

4.2. Puntos fijos hiperbólicos: Teorema de Hart-

man

Definición 4.2.1. Sea f : Ω → Ω difeomorfismo del abierto Ω ⊂ Rn y p

un punto fijo de f. Decimos que p es hiperbólico si Dfp es hiperbólica (no

tiene valores propios de módulo uno). Un punto periódico de peŕıodo k se dice

hiperbólico si es un punto fijo hiperbólico de fk.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Hartman). Sea f : Ω → Ω un difeomorfismo y p ∈
Ω un punto fijo hiperbólico de f. Entonces f y Dfp son localmente conjugados.

Mas precisamente, existe Up entorno de p y V entorno de 0 y un homeomorfismo

h : U → V tal que

h ◦ f = Dfp ◦ h.

Demostración. Podemos suponer que f : Rn → Rn y p = 0 = f(0) es punto

fijo hiperbólico y consideremos el mapa lineal hiperbólico A = Df0. Sea ε > 0

tal que si g : Rn → Rn es acotada y tiene constante de Lipschitz menor que ε

entonces A y A + g son conjugados por la estabilidad de A (Teorema 4.1.1).

Por otra parte, escribimos f(x) = Ax + φ(x), donde φ es C1, φ(0) = 0

y Dφ0 = 0. Luego, existe δ > 0 tal que si ‖x‖ ≤ δ entonces ‖φ(x)‖ ≤ ε
8‖x‖ y

‖Dφx‖ < ε
2 . Consideremos una función “chichón”ρ : Rn → R tal que 0 ≤ ρ(x) ≤

1, ρ(x) = 1 si ‖x‖ ≤ δ/2, ρ(x) = 0 si ‖x‖ ≥ δ y ‖∇ρ(x)‖ ≤ 4
δ .

Sea G(x) = Ax + ρ(x)φ(x). Resulta que G(x) = f(x) si ‖x‖ ≤ δ/2 y

sup{‖G(x) − Ax‖ : x ∈ Rn} < ∞. Por otra parte DGx − A = ρ(x)Dφx +

φT .∇ρ(x) que es idénticamente nulo si ‖x‖ ≥ δ y cuando ‖x‖ ≤ δ tenemos:

‖DGx −A‖ ≤ |ρ(x)|‖Dφx‖+ ‖φ(x)‖‖∇ρ(x)‖ ≤ ε

2
+

ε

8
‖x‖4

δ
≤ ε.

En consecuencia g = G−A tiene constante de Lipschitz menor que ε. Por otra

parte es facil ver que si ε es suficientemente chico entonces G es inyectiva y por

la condición del diferencial DGx se tiene G tambien es abierta y por lo tanto
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un homeo de Rn. Concluimos que existe H : Rn → Rn homeomorfismo tal que

H ◦G = A ◦H. Tomemos U = B(0, δ/2), V = H(U) y h = H/U . Como G = f

en U concluimos que h ◦ f = A ◦ h como queŕıamos.

Definición 4.2.2. Sea f : M → M un homeomorfismo y x ∈ M. Se define el

conjunto estable de x como

W s(x) = {y ∈ M : dist(fn(y), fn(x)) →n→+∞ 0}

y el inestable como

Wu(x) = {y ∈ M : dist(f−n(y), f−n(x)) →n→+∞ 0}.

Para ε > 0 definimos el conjunto estable e inestable local (de tamaño ε) como

W s
ε (x) = {y ∈ M : dist(fn(y), fn(x)) ≤ ε ∀n ≥ 0}

Wu
ε (x) = {y ∈ M : dist(f−n(y), f−n(x)) ≤ ε ∀n ≥ 0}.

Corolario 4.2.1. Sea f difeomorfismo y p un punto fijo hiperbólico. Existe

ε > 0 tal que:

1. W s
ε (p) ⊂ W s(p) y Wu

ε (p) ⊂ Wu(p).

2. W s
ε (p) (respec. Wu

ε (p)) es una subvariedad topológica de la misma dimen-

sion que el espacio estable (respect. inestable).

3. W s(p) = ∪n≥0f
−n(W s

ε (p)) y Wu(p) = ∪n≥0f
n(Wu

ε (p)) y son subvar-

iedades topológicas inmersas.

Demostración. Queda como ejercicio.

E

Definición 4.2.3. Sea f un difeomorfismo y p un punto fijo (periódico) hiperbóli-

co y Rn = Es
p⊕Eu

p su descomposición en subespacios estable e inestable de Dfp.

Decimos que p es:

atractor si Es = Rn (y por lo tanto Eu = {0}).

repulsor si Eu = Rn (y por lo tanto Es = {0}).

silla si {0} 6= Es 6= Rn (y por lo tanto lo mismo ocurre con Eu). En este

caso definimos el ı́ndice de p como dimEs.



CAPÍTULO 4. HIPERBOLICIDAD: UNA BREVE INTRODUCCIÓN 61

Observación 4.2.1. Sea f un difeomorfismo y p un punto fijo hiperbólico.

Si p es atractor =⇒ W s(p) es un abierto que contiene a p y Wu(p) = {p}.

Si p es repulsor =⇒ Wu(p) es un abierto que contiene a p y W s(p) = {p}.

4.3. Sistemas de Anosov lineales en Tn.

Consideremos A ∈ SL(n,Z), es decir, una matriz con entradas enteras y

determinante ±1. Resulta que A induce un difeomorfismo en el toro Tn =

Rn/Zn.

Definición 4.3.1. Sea A ∈ SL(n,Z) hiperbólica. El difeomorfismo inducido

f : Tn → Tn definido por

f ◦Π = Π ◦A

donde Π : Rn → Tn es la proyección canónica es llamado difeomorfismo de

Anosov lineal.

Teorema 4.3.1. Sea f : Tn → Tn un difeomorfismo de Anosov lineal. En-

tonces:

1. Per(f) = Ω(f) = Tn.

2. f es transitivo y topológicamente mixing.

3. f es expansivo.

4. Para cualquier z ∈ Tn, las variedades W s(z) y Wu(z) son densas en Tn.

Demostración. Para simplificar y fijar ideas vamos a hacer la prueba en el caso

f : T2 → T2 dado por f ◦Π = Π ◦A donde

A =

(
2 1

1 1

)
.

Sea q ∈ Z y consideremos el conjunto Cq = {(m/q, n/q) : m,n ∈ Z}. Es fácil

ver que A(Cq) = Cq y por lo tanto f(Π(Cq)) = Π(Cq). Sin embargo Π(Cq)

es un conjunto finito y entonces cada punto de Π(Cq) es periódico. Por otro

lado ∪q∈ZCq es denso en R2 y aśı ∪q∈ZΠ(Cq) es denso en T2. Deducimos que

Per(f) = T2 como queŕıamos.
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Como A es hiperbólica de entradas enteras y determinante 1 tenemos que

los valores propios λ, µ de A son irracionales y λ = µ−1, 0 < |λ| < 1 < |µ|. En

nuestro caso son positivos y λ = 3−√5
2 . Además concluimos que Es y Eu (los

subespacios propios asociados a λ y µ respectivamente) son rectas de pendiente

irracional. Por lo tanto Π(Es) y Π(Eu) son densas en T2. Sean U, V abiertos

cualesquiera en T2. Luego Π(Es) ∩ U 6= ∅ y Π(Eu) ∩ V 6= ∅. Sean Ũ y Ṽ

componentes conexas de Π−1(U) y Π−1(V ) respectivamente tales que Es∩Ũ 6= ∅
y Eu ∩ Ṽ 6= ∅. Se concluye fácilmente que existe n0 tal que An(Ũ)∩ Ṽ 6= ∅ para

todo n ≥ n0. Por lo tanto

fn(U) ∩ V ⊃ Π(An(Ũ) ∩ Ṽ ) 6= ∅, ∀n ≥ n0

y f es entonces topológicamente mixing.

Veamos que f es expansivo. Consideremos ε0 tal que si ‖x − y‖ < ε0 =⇒
‖Ax − Ay‖ < 1/4 y sean x̃, ỹ dos puntos de T2 tal que dist(fn(x̃), fn(ỹ)) ≤
ε0 ∀n ∈ Z. Fijemos x ∈ Π−1(x̃) y para cada n ∈ Z tomemos yn ∈ Π−1(fn(ỹ))

tal que ‖yn − Anx‖ ≤ ε0. Afirmamos que yn+1 = Ayn, n ∈ Z. En efecto,

como ‖yn − Anx‖ ≤ ε0 entonces ‖Ayn − An+1x‖ ≤ 1/4 y como hay un único

elemento de Π−1(fn+1(ỹ)) a distancia 1/4 de An+1x conclúımos que Ayn =

yn+1. Luego yn = Any0, ∀n ∈ Z y por lo tanto ‖Anx−Any0‖ ≤ ε0 ∀n ∈ Z. Por

la expansividad de A deducimos y0 = x y aśı x̃ = ỹ.

Por último observamos que dado x ∈ R2 se tiene que Π(x+Es)) y Π(x+Eu))

son densas en T2. Afirmamos que W s(Π(x)) = Π(x+Es) y Wu(Π(x)) = Π(u+

Es). En efecto, si y ∈ Es entonces ‖Anx − Any‖ →n→+∞ 0 y por lo tanto

dist(fn(Π(x)), fn(Π(y))) →n→+∞ 0 y esto implica Π(x + Es) ⊂ W s(Π(x)) (lo

cual ya implica que es densa). Por otro lado, consideremos ε0 como antes y

sea ỹ ∈ T2 tal que ỹ ∈ W s(Π(x)). Existe n0 tal que dist(fn(Π(x)), fn(ỹ)) ≤
ε0, n ≥ n0. Para simplificar supondremos n0 = 0. Sea yn ∈ Π−1(fn(ỹ)) tal que

‖yn − Anx‖ ≤ ε0. Se deduce, razonando como anteriormente, que yn+1 = Ayn.

Pero entonces ‖Any0 − Anx‖ →n→+∞ 0 y luego y0 ∈ x + Es. Esto concluye la

demostración de W s(Π(x)) = Π(x + Es).

Teorema 4.3.2 (Estabilidad estructural de Anosov lineales). Sea f : Tn → Tn

un Anosov lineal. Existe ε tal que si g : Tn → Tn es un difeomorfismo ε-C1

cerca de f entonces g y f son conjugados.

Demostración. Sea A ∈ SL(n,Z) e hiperbólica tal que f ◦ Π = Π ◦ A. Sea

g : Tn → Tn difeomorfismo ε C1-cerca de f y sea G : Rn → Rn un levantamiento
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(que es de clase C1) de g, es decir g ◦Π = Π◦G. Podemos escribir G(x) = Ax+

p(x) donde p : Rn → Rn es periódica en Zn. Resulta que supx∈Rn ‖p(x)‖ < ∞ y

‖Dpx‖ < ε.

Por la estabilidad de A : Rn → Rn (ver Teorema 4.1.1) concluimos que (si

ε es suficientemente chico) existe H : Rn → Rn tal que A ◦H = H ◦ G donde

H(x) es el único punto de Rn que verifica:

sup
m∈Z

‖Am(H(x))−Gm(x)‖ < ∞.

Afirmamos que si q ∈ Zn entonces H(x + q) = H(x) + q. En efecto, observamos

que para cada n, Gn = An + pn donde pn es periódica en Zn y por lo tanto

sup
m∈Z

‖Am(H(x) + q)−Gm(x + q)‖ =

= sup
m∈Z

‖Am(H(x)) + Amq −Am(x + q)− pm(x + q)‖ =

= sup
m∈Z

‖Am(H(x))−Gm(x)‖ < ∞

y por unicidad H(x + q) = H(x) + q. Por lo tanto podemos definir h : Tn → Tn

por h(Π(x)) = Π(H(x)). Resulta que h es un homeomorfismo y además:

f ◦ h ◦Π = f ◦Π ◦H = Π ◦A ◦H = Π ◦H ◦G = h ◦Π ◦G = h ◦ g ◦Π

es decir, f ◦ h = h ◦ g.

4.4. Herradura de Smale y puntos homocĺınicos

Vamos a considerar un difeomorfismo f : R2 → R2 tal que la imagen de

un cuadrado Q = I × I es como se indica en la figura 4.1, conocido como la

herradura de Smale ([S]).

Tenemos entonces dos bandas horizontales H0 y H1 tal que f(Q) ∩ Q =

f(H0)∪f(H1) = I0∪I1 son dos bandas verticales. Supondremos que f/Hi
, i = 0, 1

es af́ın. En particular, las direcciones horizontales y verticales son preservadas

bajo f/Hi
y segmentos horizontales son contráıdos uniformemente y segmentos

verticales son expandidos uniformemente.

Podemos observar que

Q ∩ f(Q) ∩ f2(Q) = f(f(Q) ∩H0) ∪ f(f(Q) ∩H1)
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Figura 4.1:

son cuatro fajas verticales. En general

n⋂

j=0

f j(Q)

son 2n fajas verticales y se concluye que

⋂

j≥0

f j(Q) = K1 × I

donde K1 es un conjunto de Cantor en I, es decir, los puntos de Q cuya órbita

pasada siempre se mantiene en Q consiste en un conjunto de Cantor de ĺıneas

verticales.

De la misma forma se prueba que

⋂

j≥0

f−j(Q) = I ×K2

donde K2 es un conjunto de Cantor, es decir, los puntos de Q cuya órbita

futura siempre se mantiene en Q consiste en un conjunto de Cantor de ĺıneas

horizontales.
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Aśı, el conjunto de puntos de Q cuya órbita siempre se mantiene en Q es

Λ =
⋂

j∈Z f j(Q) = K1 ×K2.

Observemos lo siguiente:

⋂m
j=−m f j(Q) consiste en 4n rectángulos cuyos diámetros convergen a cero

con m.

Sea Rm cualquiera de estos rectángulos. Entonces para cualquier −m+1 ≤
j ≤ m− 1 se verifica que f j(Rm) ⊂ I0 o f j(Rm) ⊂ I1.

Dados dos puntos x 6= y de Λ existe n ∈ Z tal que fn(x) y fn(y) no están

a la vez en I0 o I1.

Consideremos Σ = {0, 1}Z y σ : Σ → Σ el shift (a la izquierda) de Bernoulli

(ver sección 1.4). Consideremos h : Λ → Σ de la siguiente manera:

h(x)(n) = i si fn(x) ∈ Ii, i = 0, 1.

Resulta que h es un homeomorfismo tal que h ◦ f = σ ◦ h. En efecto:

h continua: Si x, y pertenecen a un mismo rectángulo de
⋂m+1

j=−m−1 f j(Q) en-

tonces h(x)(j) = h(y)(j), −m ≤ j ≤ m.

h inyectiva: se deduce de lo observado anteriormente

h sobreyectiva: Sea {xn} ∈ Σ, entonces

Rm =
j=m⋂

j=−m

f−j(Ixj )

es un sucesión encajada de rectángulos cuya intersección consiste en un punto

x. Se deduce que h(x) = {xn}.
De estas propiedades y el hecho que Λ es compacto concluimos que h es un

homeomorfismo. Además:

h(f(x))(n) = i ⇔ fn+1 ∈ Ii ⇔ i = h(x)(n + 1)

es decir, h ◦ f = σ ◦ h. En conclusión hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Sea Λ = ∩n∈Zfn(Q). Entonces Λ es un conjunto de Cantor y

f/Λ es conjugado al shift σ : Σ → Σ donde Σ = {0, 1}Z. En particular:

1. Los puntos periódicos son densos en Λ.
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2. f/Λ es transitivo y topolǵicamente mixing.

3. W s(x) ∩ Λ y Wu(x) ∩ Λ son densos en Λ para x ∈ Λ.

Observación 4.4.1. Una construcción similar y un resultado análogo puede re-

alizarse en Rm con un cubo Im.

Definición 4.4.1. Sea f : M → M un difeomorfismo y p un punto fijo (periódi-

co) hiperbólico. Un punto x ∈ W s(p) ∩ Wu(p) diferente de p se llama punto

homocĺınico. Se dice además que es transversal si la intersección W s(p)∩Wu(p)

es transversal en x. La órbita de un punto homoclńico (transversal) es llamada

órbita homocĺınica (transversal).

Situaciones como la herradura vista anteriormente aparecen siempre que

tengamos un punto homocĺınico transversal:

Teorema 4.4.2 (Birkhoff-Smale). Sea f : M → M un difeomorfismo, p un

punto fijo hiperbólico y x un punto homocĺınico transversal. Entonces existe

N > 0 y un conjunto fN invariante Λ (que contiene p y x) tal que fN
/Λ es

conjugado al shift de Bernoulli (de dos śımbolos). 1

4.5. Dinámica hiperbólica

En esta sección enunciaremos (sin demostración) algunos resultados princi-

pales de la teoŕıa hiperbólica. El lector interesado podrá consultar por ejemplo

[Sh], [KH] y las referencias alĺı incluidas.

Definición 4.5.1. Sea f : M → M un difeomorfismo. Un conjunto compacto

e invariante Λ se dice que es hiperbólico si para cada x ∈ Λ existen subespacios

Es(x) ⊂ TxM y Eu(x) ⊂ TxM que verifican:

1. TxM = Es(x)⊕ Eu(x).

2. Dfx(Es(x)) = Es(f(x)) y Dfx(Eu(x)) = Eu(f(x)).

3. Existen constantes C > 0 y 0 < λ < 1 tal que

a) ‖Dfn
x v‖ ≤ Cλn‖v‖ ∀v ∈ Es(x) y n ≥ 0.

b) ‖Df−n
x v‖ ≤ Cλn‖v‖ ∀v ∈ Eu(x) y n ≥ 0.

1El conjunto Λ es además un conjunto hiperbólico (ver definición 4.5.1).
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Como ejemplos básicos de conjuntos hiperbólicos ya vimos los difeomorfismos

de Anosov lineales y la herradura de Smale.

Teorema 4.5.1 (Teorema de la variedad estable). Sea f : M → M un difeo-

morfismo Cr y Λ un conjunto hiperbólico. Entonces existe ε > 0 tal que para

cualquier x ∈ Λ se verifica:

1. W s
ε (x) es una subvariedad Cr tal que TxW s

ε (x) = Es(x).

2. W s
ε (x) ⊂ W s(x)

3. W s(x) = ∪n≥0f
−n(W s

ε (fn(x))) y es una subvariedad (inmersa) de clase

Cr y vaŕıa continuamente (como subvariedades Cr y en subconjuntos com-

pactos) con x.

Obviamente hay un resultado análogo para Wu ya que Wu(x, f) = W s(x, f−1).

Definición 4.5.2. Sea f : M → M un difeomorfismo. Decimos que f es:

difeomorfismo de Anosov o globalmente hiperbólico si M es conjunto hi-

perbólico.

hiperbólico si el conjunto ĺımite L(f) es hiperbólico.

Axioma A si el conjunto no errante Ω(f) es hiperbólico y además Ω(f) =

Per(f).

Un caso muy particular de difeomorfismos Axioma A son los difeomorfismos

Morse-Smale:

Definición 4.5.3. Un difeomorfismo f : M → M es llamado Morse-Smale si

#Per)f) < ∞ y todos los puntos periódics de f son hiperbólicos.

Ω(f) = Per(f).

W s(p) y Wu(q) se intersectan transversalmente para cualquier p, q ∈
Per(f).

Teorema 4.5.2. Se verifican la siguientes implicaciones:

Anosov =⇒ Axioma A =⇒ hiperbólico.

Axioma A ⇐⇒ hiperbólico y L(f) = Ω(f).
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Teorema 4.5.3 (Descomposición espectral). Sea f : M → M un difeomor-

fismo hiperbólico. Entonces L(f) = Λ1 ∪ · · · ∪ Λm donde Λi, i = 1, · · · ,m

son conjuntos compactos, f -invariantes, dos a dos disjuntos y transitivos (lla-

madas piezas básicas). Además, cada Λi, i = 1, ..m se descompone a su vez

en una union disjunta de conjuntos compactos Λi = Λi1 ∪ · · · ∪ Λini tal que

f(Λij) = Λi(j+1), j = 1, , ..., ni − 1, f(Λini
) = Λi1, fni

/Λij
es topológicamente

mixing y W s(x) es densa en Λij ∀x ∈ Λij .

Observación 4.5.1. El teorema de Descomposición espectral para Axioma A

es debido a Smale, la extensión para difeomorfismos hiperbólicos es debida a

Newhouse)

Teorema 4.5.4 (Estabilidad local). Sea f : M → M un difeomorfismo y Λ un

conjunto hiperbólico. Entonces existe un entorno C1 de f , U(f) y un entorno

U de Λ tal que si g ∈ U(f) existe un conjunto Λg ⊂ U hiperbólico para g tal que

f/Λ y g/Λg
son conjugados.

Antes de enunciar el siguiente teorema precisamos algunas definiciones.

Definición 4.5.4. Sea f : M → M un difeomorfismo.

Decimos que f es Cr-estructuralmente estable si existe un entorno U(f) ⊂
Diffr(M) tal que si g ∈ U(f) entonces existe un homeomorfismo h : M →
M tal que h ◦ f = g ◦ h.

Decimos que f es Cr-Ω-estable si existe un entorno U(f) ⊂ Diffr(M) tal

que si g ∈ U(f) entonces existe un homeomorfismo h : Ω(f) → Ω(g) tal

que h ◦ f/Ω(f) = g/Ω(g) ◦ h.

Definición 4.5.5. Sea f : M → M un difeomorfismo Axioma A.

Decimos que satisface la condición de transversalidad si W s(x) y Wu(y)

se intersectan transversalmente para cualquier x, y ∈ Ω(f).

Decimos que f tiene un ciclo si existen piezas básicas Λi1 , · · · , Λik−1 , Λik
=

Λi1 tales que

Wu(Λij )− Λij

⋂
W s(Λij+1)− Λij+1 6= ∅, 1 ≤ j ≤ k − 1.

Teorema 4.5.5 (Estabilidad global). Sea f : M → M un difeomorfismo Cr.

Entonces:
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1. Si f es Anosov =⇒ f es Cr-estructuralmente estable.

2. Si f es Axioma A y satisface la condición de transversalidad =⇒ f es

estructuralmente estable

3. Si f es Axioma A y no tiene ciclos =⇒ f es Cr Ω-estable.

Uno de los resultados mas sorprendentes de esta teoŕıa es:

Teorema 4.5.6 (Mañe [M1]). Sea f : M → M C1 estructuralmente estable.

Entonces f es Axioma A.

4.6. Ejercicios

1. Dibujar las trayectorias de un isomorfismo lineal hiperbólico L : R2 → R2

discutiendo seguún los valores propios.

2. Sea L = {A ∈ GLn(Rn) : A hiperbólica}. Probar que L es abierto y denso

en GLn(Rn).

3. a) Sea A : Rn → Rn hiperbólica con Es
A = Rn. Probar que existe δ > 0

tal que si B : Rn → Rn lineal con ‖B − A‖ < δ entonces A y B son

conjugadas. (sug: son localmente conjugadas).

b) Sean A,B dos transformaciones lineales hiperbólicas en Rn tales que

Es
A = Es

B = Rn. Probar que A y B son conjugadas sii det(A) =

det(B). (Sug: {A ∈ GLn hiperbólica} tiene solamente dos compo-

nentes arcoconexas.)

c) Enunciar y demostrar una condición necesaria y suficiente para que

dos transformaciones lineales hiperbólicas de Rn sean conjugadas.

4. a) Sea A : Rn → Rn lineal. Probar que A es hiperbólica sii ω(x) = 0 o

ω(x) = ∅ para cualquier x ∈ Rn.

b) Dar un ejemplo de una transformación lineal L : R4 → R4 que tenga

una orbita recurrente no periódica.
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5. Sea f : M → M difeomorfismo estructuralmente estable y p un punto fijo

de f. Probar que p tiene que ser hiperbólico.

6. Sea f : M → M un difeomorfismo y p ∈ M un punto fijo hiperbólico.

Probar que dado N > 0 existe un entorno V (p) tal que si q ∈ V es un

punto periódico distinto de p entonces su peŕıodo es mayor que N.

7. Sea f : M → M difeomorfismo y p ∈ M un punto fijo (periódico de

periódo k) hiperbólico de f. Mostrar que existen U(f) entorno de f y

U(p) entorno de p tal que si g ∈ U(f) entonces g tiene un único punto

fijo (periódico de periódo k) y que es hiperbólico en U(p). (sug: considerar

F (g, x) = g(x)− x en una carta local).

8. Sea f difeomorfismo Cr tal que Ω(f) consiste de una cantidad finita de

órbitas periódicas hiperbólicas y supongamos que existe una función V :

M → R tal que V (f(x)) ≤ V (x) para todo x ∈ M y que V (f(x)) = f(x)

sii x es periódico. Probar que bajo estas condiciones f es Ω-estable.

9. Sea f : M → M un difeomorfismo y Λ un conjunto hiperbólico tal que

Eu(x) = {0} ∀x ∈ Λ. Probar que Λ consiste un número finito de órbitas

periódicas atractoras.

10. Sea M una variedad compacta y f : M → R una función de clase

Cr+1, r ≥ 1. Considere el campo X = grad(f) que es de clase Cr y

sea φt su flujo.

a) Mostrar que f(φt)) es creciente con t. Concluir que φt no tiene órbitas

periódicas. ¿Quién es Ω(X)?

b) Probar que p es una singularidad sii p es un punto cŕıtico de f. Probar

que p es una singularidad hiperbólica sii el hessiano de f en p es no

degenerado. Probar que p es un atractor (repulsor) sii p es un máximo

(mı́nimo) local de f. (Una singularidad p es hiperbólica si DXp no

tiene valores propios con parte real nula.)

c) Decimos que f es una función de Morse si todos sus puntos cŕıticos

son no degenerados. Probar que si f es de Morse entonces X es Ω-
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estable (es decir, si Y es un campo Cr cerca de X entonces existe

h : Ω(X) → Ω(Y ) homeomorfismo tal que h(OX(x)) = OY (h(x)).)

d) Concluir que el subconjunto de Xr
grad(M) (campos gradientes en M

de clase Cr) que son Ω-estables es abierto y denso en Xr
grad. Sug: use

el teorema de Morse, que dice que el conjunto de funciones de Morse

es abierto y denso en Cr+1(M ;R).
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