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Capitulo 1
Dinamica Topoldgica

1.1. Introduccion

Definicién 1.1.1. Sea M un espacio topoldgico (de Hausdorff, métrico, com-
pleto, etc). Un sistema dindmico discreto en M es una F' : Zx M — M continua

tal que:
1. F(0,) = id
2. F(n,F(m,z))=F(n+m,z),VnmeZ, Ve

Observacion 1.1.1. Si definimos para cada n € Z el mapa F,, : M — M por
F,(x) = F(n,x), tenemos que F, o F,,, = Fy,1,, V n,m € Z. En particular,
f = Fi es un homeomorfismo (su inversa es f~' = F_;) y se cumple que
F, = f™. Por esto, un sistema dindmico discreto estd generado por un homeo
f:M— M.

Definicién 1.1.2. Un sistema dindmico continuo o flujo esuna ¢ : Rx M — M

continua tal que
1. ¢(0,:) = idy
2. p(t,p(s,2)) =p(t+s,3),Vt,s R, Vo e M.

Observacion 1.1.2. Igual que en el caso continuo, si para cada ¢ € R definimos

ot : M — M por ¢:(z) = ¢(t, ) se tiene que p; 0 Y5 = Yits, V1,5 € R.

Definicion 1.1.3. Sea z € M.
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1. Si f: M — M homeo, la drbita de z es O(x) = {f"(x) : n € Z}.
La drbita futura de z es O (z) = {f"(z) : n >0}
La drbita pasada de z es O~ (x) = {f™(x) : n <0}.

2. Sip:Rx M — M flujo, la drbita de = es O(z) = {p(t,z) : t € R}.
La drbita futura de x es OF(z) = {p(t,z): t > 0}.
La drbita pasada de x es O~ (z) = {p(t,z) : t <0}.

Ejemplos:

1. M =8 ={2€C: |z|] =1} =~ R/Z. La identificacién estd dada por
exp: R/Z — S, con exp(t) = ™.
Definimos la rotacion de dngulo o por Ry(x) = z + a (mod 1) o, equiva-

lentemente, R, (e2™) = ?milt+a),

2. Si Q C R™ es un abierto y f : 2 — R" es C! tal que sup ||f(z)| < oc.
€N

Consideramos la ecuacién diferencial z = f(x). (1)
Tenemos que (t,z) = ¢(t,0,2) = tiempo ¢ de la solucién de (1) que en 0

pasa por x es un flujo en .

3. Sea M una variedad compacta y X : M — TM un campo de vectores
tangentes de clase C'. Usando cartas locales, encontramos que por cada
Ipa(t)

x €M, 3!gow:]R—>Mtalquegpw(O):xyTZX(gox(t)),VteR.

Si definimos (¢, x) = @, (t) tenemos un flujo en M.

4. Sea M = T? = R?/Z? y sea m : R? — R?/Z? la proyeccién canénica.
Sea X : R? — R? un campo de vectores tal que X((z,y) + (n,m)) =
X(z,y), ¥V (n,m) € Z* (X define un campo de vectores en T?). Sea
¢ : R xR? = R? el flujo asociado a X en R2. Entonces, se cumple que
ei((@,y) + (n,m)) = iz, y) + (n,m), Vt € R, (z,y) € R?,(n,m) € Z2,

P(t) = X ((1))

¥(0) = (2,y) + (n,m)

Luego, ¢:(x,y) + (n,m) = ¢;((x,y) + (n,m)). Entonces @ : R x T2 — T2,

ya que si definimos 1 (t) = ¢i(z,y)+(n,m) =

B(t, 7(2,9)) = 7(o(t, (2,9))) es un flujo en T2,
Un caso particular muy importante es cuando X = cte = (1,«), donde
o(t,x) =z +t(1,a) y luego o(t, m(x)) = m(@(t, x)) se lama flujo lineal de

pendiente o en T2.



CAPITULO 1. DINAMICA TOPOLOGICA 5

Definicién 1.1.4. Sea f: M — M un sistema dinamico discreto.
» Un punto p € M se dice fijo si f(p) = p.

» Un punto p € M se dice periddico si existe k > 1 tal que f*(p) = p. Se
llama periodo de p al min{k > 1: f*(p) = p}.

La definicién para flujos es:

= Un punto p € M se dice punto de equilibrio (o singularidad) si ¢:(p) = p,
VteR.

= La 6rbita por p € M se dice periddica si existe t > 0 tal que ¢(p) = p,
para algtin ¢t > 0. Se llama periodo de p al min{t > 0: @:(p) = p}.

Definicién 1.1.5. Si f : M — M es un sistema dinamico discreto y x € M,

definimos el w-limite de x como

wz, f)={ye M: Iny — +oo tal que f"*(z) — y}.
Anélogamente, definimos el a-limite de x como

a(z, f)={ye M: Inp — —oo tal que f"*(x) — y}.

Observacion 1.1.3. a(x, f) = w(z, f71).

Las definiciones para flujos son:
w(x)={ye M: Ft,, — +oo tal que p(ty,z) — y}y
afr)={ye M: It — —oo tal que p(tg,x) — y}
Observamos que
1. Si f: M — M y p es un punto periédico, entonces, w(p) = a(p) = O(p).
2. Sea f : R — R homeomorfismo creciente y z € R. Entonces, w(z) = 0 o

w(z) es un punto fijo.

Definicién 1.1.6. Un subconjunto A C M se dice invariante si

f(A) = A (caso s.d.d.)
wi(A) = A, Vit €R (caso flujo).
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Observacién 1.1.4. Si A es invariante, entonces f™(A) = A,V m € Z.
Proposicién 1.1.1. w(z) y a(z) son conjuntos cerrados e invariantes.

Demostracion. Lo hacemos en el caso f: M — M.
Observemos que w(z) = () {f™(z) : n > k}. Luego, w(x) es cerrado.
k>1
Siy € wx) = I np — +oo tal que () — y. Sea m € Z. Entonces

frm(@) — f(y) = f(y) € w(z).
La demostracion para el caso de flujos es analoga. O

Proposicién 1.1.2. Sea ¢ flujo y O (x) compacto. Entonces, w(z) es conezo.

Demostracion. w(x) = (] {¢(t,z): t > 0} es una interseccién decreciente de
>0
compactos conexos. Luego, es conexa. O

Proposicién 1.1.3. Si f : M — M (con M espacio reqular) y Ot (x) es com-
pacta, entonces w(x) no se puede descomponer en dos subconjuntos cerrados, no
vactos, disjuntos e invariantes. Es decir, si w(x) = AU B, con A, B cerrados e

invariantes y AN B =0, entonces A=0 o B=10.

Demostracion. Supongamos que podemos escribir a w(x) = AUB, con f(A) = A
y f(B) = B, Ay B cerrados, no vacios y disjuntos. Sean U; y V; abiertos
disjuntos que contienen a A y B, respectivamente. Sea, U = f~}(U;) N Uy,
V = f~1(V1) N V1. Ambos son abiertos y disjuntos, A C U, B C V. Si y €
U= f(y) eUy,ysiyeV = f(y) € V4. Como A C w(x) = I ny tal que
f™(z) € U. Sea my = min{m > ny : f™(z) ¢ U} (existe pues B C w(z)). Se
verifica que ™ (xz) ¢ V (ya que f™ (x) € Uy). Andlogamente, 3 ny > my tal
que f"2(z) € U. Sea my = min{m > ny : f™(z) ¢ U}. En general, dado ny >
my—1 tal que f™ (x) € U, construimos que my = min{m > ny : f™(z) ¢ U}.
my — +00
Se verifica que: fme(z) € A° = w(@)NU°NVe) £,y esto es un
W es compacto
absurdo. O

Definicién 1.1.7. Sea f: M — M un sistema dindamico. Un punto x € M es
no-errante si V U entorno de z, se tiene que 3n > 1 tal que f™(U)NU # 0.
Sip:Rx M — M es un flujo, decimos que « € M es no-errante si V U entorno
de z, 3¢ > 1 tal que p(U)NU # .
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Notamos Q(f) = {x € M : x es no errante}, y lo llamamos conjunto no errante.

Observacion 1.1.5.
= Q(f) es cerrado e invariante.

= Sip es periédico = p € Q(f).

Definicién 1.1.8. Sea f: M — M un homeomorfismo. Definimos el conjunto

limite de f como

L(f) = | (a(2) Vw(z)).

zeM

Observacion 1.1.6. Per(f) C L(f) C Q(f). (ver ejercicio 9)

Dinamica de la Rotacién: Consideremos R,(r) = = + « (mod 1). Distin-

guimos dos casos:
1. Caso a € Q : sea a = B, con (p,q) =1 = Ri(z) =2z +p==x (mod 1).
q

Entonces, = es periédico (y de perfodo ¢ !). Luego, Q(f) = S! y todo

punto es periédico con el mismo periodo.

2. Caso a ¢ Q : primero observemos que R, no tiene puntos periédicos:
si RM(z) =2 = z4+na =2 (modl) = na =0 (mod 1) = «a €
Q. Sea # € S! = w(z) C S* compacto e invariante. Supongamos que
w(x) ¢ §* = S"\w(z) = U I;, donde cada I; es una componente
JEN

conexa de S'\w(z). Observemos que como R, es un homeo, tenemos que
R,(I,) = I, con n # n'. Mas ain: R!(I;) N RZ(I;) = 0, ¥ n,m tales
que n # m (de lo contrario, existirfa un punto periédico). Sin embargo,
|R2(1;)| = |R2(I;)], ya que R, es un movimiento rigido.

Conclusion: w(x) = S,V x € St. Es decir, Q(R,) = S! y toda 6rbita

(futura) es densa.

Dindmica del Flujo Lineal en T?: Tenemos el campo en R? dado por
Xo(z) = (1,0). Luego, ¢f = x4+ t(1,a) es el flujo de X, en el plano. Sea
<,;§‘(x) = 7m(p$) el flujo lineal en T2.

Observamos que {0} x S! es transversal al flujo (i.e., todas las érbitas cortan

(transversalmente) a {0} x S*. Si x € {0} x S1, fijémonos en el “primer retorno”,
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es decir, la primera vez (en el futuro) en que la érbita por x corta a {0} x St.
Vemos que ¢1(0,2) = (0,2)+(1,a) = (1,z4+a). Luego, R(z) = (z+a) (mod 1).
Es decir, el retorno es la rotacién de angulo «.

Conclusion:

1. Si a € Q, entonces todas las orbitas del flujo lineal <p~to‘ son periédicas.
Q) =Ty w(z) = a(z) = O(x).

2. Sia ¢ Q, entonces todas las 6rbitas del flujo lineal <,0N7§l son densas. Q(@Na) =
T? y w(z) = az) = T?, V 2.

Corolario 1.1.1. Si r es una recta de pendiente irracional en R2?, entonces

7(r), su proyeccion en T?, es densa.

Definicion 1.1.9. x € M se dice recurrente en el {

futuro | x € w(x)

si .
pasado x € ax)
Si = es recurrente en el futuro y en el pasado, decimos que x es recurrente.

Ejemplos:

1. Si p es periédico = p es recurrente.

2. Todo punto es recurrente segin la rotaciéon R, V a € R.
3. Todo punto es recurrente segin el flujo lineal (,Npa, VaekR.

4. Flujo lineal reparametrizado con una tnica singularidad:

Si tenemos un campo X en M y a : M — R es una funcién positi-

va, entonces el flujo determinado por Y (x) = a(x)X () tiene las mismas

6rbitas que X (pero recorridas con diferente velocidad). Si a : M — R,

con a(z) > 0y a(x) = 0 sélo en x = x, tenemos que Y (z) = a(z)X (x)

presenta una singularidad en zy. La érbita de X que pasa por zq se divide
{0 (zo) : t <0}

ahora en tres drbitas segin Y: ¢z .Sean X = (1,a) y
{i (o) = >0}

p € T?. Sea a : T? — R tal que a(z) > 0y a(z) = 0 sii * = p y consider-

amos Y (z) = a(z)(1,a) = a(z) X (z). Denotamos por ¢ el flujo de Y en

T? y sea ¢ el flujo lineal en T2. Distinguimos dos casos:

Caso 1: a € Q. Entonces:
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a) Sip ¢ Ox(x) = Oy(z) = Ox(x), y luego x tiene drbita periédica
segin Y, i.e., ay(z) = wy (z) = Oy ().
b) Siz € Ox(p) vy # # p = Oy(xz) = Ox(p)\{p}. Concluimos que
ay(z) = wy(z) = {p}.
¢c) Oy (p) = {p}
Conclusion 1.1.1. Q) = T? (ya que Q(¢)®) es cerrado y contiene las

6rbitas periédicas, que son densas). Sin embargo, hay puntos que no son

recurrentes ni en el pasado ni en el futuro.

Caso 2: a ¢ Q. Entonces:

a) Sip¢ Ox(z) = Oy(z) = Ox(2) = wy(v) = ay(z) = T?.
b) Siz = ¢f(p) para algin t > 0 = Oy (z) = {¢f(p) : t > 0}y
ademds ay (z) = {p} vy wy(z) = T?.
c) x = ¢(p) para algin t < 0 = Oy (z) = {¢¥(p) : t <0} y ademds
ay(z) =T? y wy(z) = {p}.
Conclusion 1.1.2. Q(®) = T2. Hay puntos recurrentes en el futuro que

no lo son en el pasado y hay puntos recurrentes en el pasado que no lo son

en el futuro.

1.2. Conjuntos minimales

Definiciéon 1.2.1. Consideremos un s.d en M. Un subconjunto G C M es

minimal (segin el s.d) si:
1. G es cerrado e invariante

2. G no contiene ningin subconjunto propio no vacio que sea cerrado e in-

variante (i.e. si A C G, A # ), A cerrado e invariante = A = G).

Proposicién 1.2.1. G C M es minimal <= O(z) =G, Vz € G.

Demostracion. (=>)O(z) es cerrado e invariante y O(z) C G = O(z) = G.

(¢<=) Sea A C G cerrado e invariante y no vacfo. Sea x € A. Entonces G =

Olz)CcACG= A=0G.
O
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Proposicion 1.2.2. Sea G C M subconjunto compacto. Entonces, G minimal

—w)=G,VrelG@<= a(z) =G, VzedG.

Demostracion. (=) Si z € G con G compacto, entonces w(z) # ) = w(x) es
cerrado, invariante y w(z) C G. Luego, w(z) = G.

(<) Sea A C G cerrado e invariante y no vacio, y sea x € A. Entonces,
G=wlx)CACGE= A=G. O

Ejemplos:

1. Si z es periédico = O(x) es minimal.

2. Ry, : S* - S cona € Qy G C S' minimal = G = O(x), 6rbita
periddica.

3. Ry : St — S con a ¢ Q = S! es minimal (y es el tinico).

4. Si % : T2 — T? es un flujo lineal con o € Q, y G C T? es minimal

= G = O(z) 6rbita periddica.
5. Si @ : T? — T? es un flujo lineal con o ¢ Q = T? es minimal.

6. Si g : T? — T? es el flujo lineal reparametrizado con una singularidad

en py «¢ Q, entonces el inico minimal es {p}.

Observacion 1.2.1. Si G es minimal no compacto, no es valida la proposicién
anterior. Si 1 es como en 6. y consideramos M = T?\{p} = M es minimal

(todas las 6rbitas son densas) pero hay puntos tales que w(x) = 0.

Corolario 1.2.1. Si G es minimal compacto, entonces toda orbita de x € G es

recurrente.

Proposicion 1.2.3. Sea M un espacio topoldgico compacto y sea f: M — M

un s.d. en M. Entonces, eziste algun punto recurrente.

Demostracion. Sea F = {F C M : F es cerrado e invariante, F' # (}. Como
M € F = F # (. Ordenamos parcialmente a F asi: [} < Fy < [} D F.

Sea {Fy }aer una cadena = (| F, # 0 y es cerrado e invariante. Luego, por el
acl
lema de Zorn, 3 G elemento maximal. Por definicién del orden, G es un conjunto

minimal compacto. Luego, toda érbita de G es recurrente. O
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Definicién 1.2.2. Un subconjunto A C Z se dice relativamente denso (o
sindético) si existe m > 0 tal que [n,n+m|NA#0, VneZ

Anélogamente, definimos conjunto relativamente denso en R.

Definicién 1.2.3. Sea f: M — M un sistema dindmico discreto y sea p € M.
Decimos que p es fuertemente recurrente si dado U(p) entorno de p se tiene que

{neZ: f*(p) € U(p)} es relativamente denso. (Andlogamente para flujos.)

Observacion 1.2.2. Si p es fuertemente recurrente, entonces p es recurrente.

Teorema 1.2.1. (Birkhoff) Sea M un espacio topoldgico (regular). Sea p €
M tal que O(p) compacto. Entonces p es fuertemente recurrente <= O(p) es
minimal (compacto).

Demostracion. (<) Supongamos que G = O(p) es minimal (compacto). Sea
U(p) entorno de p y sea x € G = 3 n(x) tal que f*@)(z) € U(p). Por con-

tinuidad, 3 V() tal que si y € V(z) = f*@(y) e U(p) = G c U V().
zeG

Como G es compacto, entonces G C OV(:@), para ciertos i, ..., T,. Sea m =
méx{n(z;): 1 <i<n}. Luego,siz GIG = I n(z), con 0 < n(z) < m tal que
@) (z) € U(p). Luego, {n: f™(p) € U(p)} es relativamente denso.

(=) Sea G = W y supongamos que G no es minimal. Sea A C G cerrado,
invariante y no vacio tal que A C G = p ¢ A. Sea U(p) entorno de p y
V abierto, A C V tal que U(p) NV = . Como p es fuertemente recurrente
=—> 3 m tal que para cualquier j € Z, 3 ncon j < n < j+ m tal que
f(p) €U. Sea Vi = f~™(V)n f~(m=D(V)N...NV. Luego, V; es un abierto

que contiene a A. Por otra parte, si x € V4 = =z, f(x),..., f™(z) € V. Como
A C O(p), 3 j tal que f/(p) € V1. Luego f/(p), f7*(p),.... f7*"(p) € V =
F(), f75(p), -, 7™ (p) ¢ U(p). Absurdo. D

Definicién 1.2.4. Sean M un espacio métricoy f: M — M un s.d. Un punto
p € M se llama casi-periddico si dado € > 0, 3 S C Z relativamente denso tal
que si s € S = d(f™(p), f"5(p)) <e,VneLZ

(Para flujos se define de manera andloga.)
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Definicién 1.2.5. Sean M un espacio métrico y G C M un subconjunto in-
variante. Decimos que G es estable (estable en el futuro, estable en el pasado)
segin Lyapunov si dado ¢ > 0, 3§ > 0 tal que si z,y € G; d(z,y) < 6 =
d(f™(z), f"(y)) <e,YneZ (¥Vn>0,Vn<0).

Proposicion 1.2.4. Sea f: M — M s.d y G minimal compacto. Entonces, G
es estable Lyapunov <= p es casi-periodico, ¥V p € G.

Demostracion. (=) Seae > 0y 6 = d(e) de la estabilidad. Como G es minimal
compacto = p es fuertemente recurrente. Luego S = {n: f"(p) € B(p,d)} es
relativamente denso. Sea s € S = d(f*(p),p) < &6 = d(f""*(p), f"(p)) < e,

V¥ n € Z (esto dltimo es por la estabilidad). Luego, p es casi-periédico.

(<) Sean ¢ > 0y p € G casi periddico. Entonces, 3 S C Z relativamente
denso tal que si s € S = d(f"**(p), f"(p)) < §, ¥V n € Z. Por otra parte, p
es fuertemente recurrente y G es minimal. Sea ¢ € G = 3 n; — +o00 tal que

f"(p) — q. Sean n € Z y s € S. Entonces, "% (p) fane s (q) =

) o @) = A (), M) S 5 Y n €L, Vs €S,

Como S es relativamente denso, 3 m tal que [n,n+m|NS £ 0,V n € Z.
Sea § > 0 tal que si d(z,y) < § = d(f'(z), fi(y)) < g si 0 < ¢ < m. Ahora,
tomemos x,y tales que d(z,y) < d yn € Z = n = s+ k para algin s € S
v 0 <k <m= d(f*(z), f"(y) = d(f* (), [ (y)) < d(f*+*(@), f*) +

d(f*(@), fF () +d(fF(y), £ (y)) < §+§+§ = ¢ = @ es estable Lyapunov.
O

)

1.3. Transitividad

Definicién 1.3.1. Sean M espacio topolégico y f: M — M un s.d. Decimos

que f es transitivo si 3z € M tal que O(z) = M.

Observacion 1.3.1. Si M no es discreto, entonces f es transitivo <= 3 x tal
que w(z) =M o a(z) = M.

Demostracion. (<) Obvio.

(=) Como M no es discreto y O(x) = M, concluimos que x € w(z) o x € a(x).
Entonces, O(x) C w(z) o O(z) C a(x). O
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Proposicién 1.3.1. Sean M espacio métrico completo (separable) sin puntos

aislados y f : M — M un s.d. Son equivalentes:
1. f es transitivo
2. dados A y B abiertos 3n >0 tal que f"(A)N B # (.
3. 3 Ry residual tal que w(x) = M,V x € Ry.

4. 3 Ry residual tal que a(x) = M,V x € Ra.

Demostracion. 1) = 2) Sea z € M tal que O(x) = M = w(z) = M o
a(z) = M. Supongamos que a(x) = M = I n; tal que f"(x) € By 3 ng,
con ng < ny tal que f"2(x) € A= f""2(A)NB=0.

2) = 3) Sea {B,, : n > 1} una base numerable de la topologia. Definimos
A, ={ye M: f™(y) € B, para algin m > 0}. Luego, A,, es abierto y denso
(por 2)). Tenemos que Ry = (] A, es residual. Sea z € R; y sea U abierto
—> dn tal que B, C U. Lueg?), como z € A, V n tenemos que 3 m tal que
f(x)e B, CU = w(z)=M.

3) = 1) obvio.

La equivalencia con 4) es 1),2),3) con g = f~1. O

Corolario 1.3.1. f: M — M es transitivo <= si A C M es abierto, transitivo

e tnvariante entonces A = M.

Observacion 1.3.2. Si f : M — M es transitivo y ¢ : M — M continua es tal
que po f =p = p = cte.

Demostracion. Sea g tal que O(zg) = M = ¢(f™(x0)) = p(x0), VN € Z =

© es constante en un conjunto denso = ¢ = cte. O

Proposicién 1.3.2. Sea T:T? — T? dada por T(x,y) = (z+a,y+3) (mod Z2).
Entonces T es transitivo <= «, (3,1 son racionalmente independientes, i.e.
B (K1, ko) € Z2\{(0,0)} tal que ki + ko3 € Z. (ver ejercicio 17!)

Demostracion. (=) Supongamos que existe (ki,k2) € Z2\{(0,0)} tal que
kia+ ko3 € Z. Sea o : T? — R dada por ¢(z,y) = sin(27 (k1 +koy)). Luego, ¢
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es continua y no constante. Ahora, poT(z,y) = p(z+ o,y + ) = sin(2r(kix +
koy+kia+kef)) = sin(2m (kx4 kay)+27k) = sin(2n(kix+kay)) = o(z,y) =

T no es transitivo.

(«<=) Sea U abierto e invariante y desarrollamos la funcién caracteristica de

U en serie de Fourier:

Xu (1, 22) = Z Ok, ky €xXP(27i (k121 + koz2)) ctp.
(k1,ka) €22
Luego,
xu(T(z1,22)) = Z ko kr €Xp(2i(k121 + koxa + k1 + k2 3))
(k1,k2) €22
= Z Ok ko €xXp(2mi(k1a + ko) exp(2mi(k1 1 + kaxa)).
(k1,k2) €22

Como xy oT = xy por ser U invariante y por la unicidad de la serie de
Fourier concluimos que oy, , exp(2mi(kia+kef8) = g k,, ¥ (k1, ko) € Z2. Como
kioo+ kof3 & 7,V (k1, ko) € Z*\{(0,0)}, concluimos que v, k, = 0, V (k1, ko) €
Z2\{(0,0)}. Luego xu(w1,72) = ago, i.e. xu = cte (ctp) = U =T? = T es

transitivo. O

1.4. Un ejemplo cadtico: shift de Bernoulli

Definicién 1.4.1. Sea M un espacio métricoy f : M — M un homeo. Decimos
que f es expansivo si 3 a > 0 tal que si d(f"(x), f"(y)) <a,VneZ—=—uz=y

(v es llamada constante de expansividad).

Definicién 1.4.2. Sea f : M — M un homeo. Decimos que f es topoldgi-
camente mixing si dados U,V abiertos cualesquiera, existe m > 0 tal que

UNV £0 ¥n>m.

Veamos un ejemplo que, entre otras propiedades, es expansivo y topolégica-
mente mixing.

Sea M =% = {0,1}”. En {0,1} colocamos la topologia discreta y dotamos a
¥ con la topologia producto. Luego, ¥ es compacto. Si definimos d({z, }, {yn}) =
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P
> |n2|7n‘y"|, obtenemos una métrica en ¥ compatible con la topologia. Dado
neZ
{zn,} € ¥y N €N, definimos el N-entorno de {z,,} como

N({zn}) = {{yn} € 2 yn =z si n| < N}

Se verifica que N({z,}) constituye una base de entornos de {z,}. Definimos
el shift a la izquierda o shift de Bernoulli (de dos simbolos) al homeomorfismo

o:Y — ¥ tal que o({x,}) = {yn} donde y,, = 41, V n € Z.
Teorema 1.4.1. Sea o : X — X el shift de Bernoulli. Entonces:

1. o es expansivo

2. Per(o)=%
8. o es transitivo y topoldgicamente mixing.

4. Para cualquier {x,} € ¥ su conjunto estable
W*({an}) = {{yn} : d(0?({ya})s 0’ ({a}))  — 0}
e inestable
W ({zn}) = {Hyn} : dlo?({yn}),0?({2n}) = 0}
son ambos densos en %.

Demostracion. 1. Si {zp} # {yn} = I m € Z tal que z,, # ym =
dic™™({zn}), 0 ™({tn})) > 1. Luego, cualquier @ < 1 es constante de

expansividad.

2. Sea {z,} € ¥ cualquiera y fijemos un N entorno de {x, }. Definimos {y, }
como y, = x, si [n| < N y de forma periddica, es decir, Yk(2N+1)+5 = Y5
si—N < j < N.

3. Sean {z,} v {yn} dos puntos de ¥ y fijemos U, un N; entorno de {z,},
y V, un entorno N de {y,}. Tomemos m > N1 +2Ns+ 1 ysea k > m
cualquiera. Definimos {z,} tal que: z, = z, si [n| < N1, 2p4n = Yn si
|n| < Na. Resulta entonces que o*(U) NV # 0.

4. Basta observar W*({x,}) = {{yn}: yn = zn, Vn >k para algin k € Z}
y Wu({ﬂin}) = {{yn} D Yn = Tp, Vn < k para algin k € Z}
0
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1.5. Equivalencia dinamica

Terminamos este capitulo definiendo cuando dos sistemas dindmicos son

7iguales”.

Definicién 1.5.1. Sean f,g : M — M dos sistemas dindmicos. Decimos que

son conjugados si existe un homeomorfismo h : M — M tal que ho f = goh.
Para el caso de flujos tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 1.5.2. Sean ¢y, 1, dos flujos en M. Decimos que son conjugados si
existe h : M — M homeomorfismo tal que h o ¢; = 1 o h para todo t € R.

Se dice que los flujos ¢y, 1; son orbitalmente equivalentes si existe h : M —
M tal que h(Oy, (x)) = Oy, (h(x)).

La conjugacién entre sistemas dinamicos preserva todas las propiedades

dindmicas que se vieron en este capitulo:

Teorema 1.5.1. Sea M compacto y sean f : M — M y g : M — M dos

homeomorfismos conjugados por un homeomorfismo h : M — M Entonces:

~

. p es periddico por f sii h(p) es periddico por g.

2. p es recurrente por [ sii h(p) es recurrente por g.

3. h(w(z, f)) = w(h(z), g)-

4. G es minimal por [ sii h(G) es minimal por g.

5. h(Qf)) = Ag).

6. f es transitivo sii g es transitivo.

7. [ es topologicamente mizing sii g es topoldogicamente mizing.

Demostracion. ver lista de ejercicios. O

1.6. Ejercicios

1. Describir la dindmica de un flujo en S*.
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2. Sea M un espacio métrico compacto. Sean f: M — M y g: M — M dos
homeomorfismos conjugados por un homeomorfismo h : M — M (esto es,
ho f =goh). Probar que:

a) p es periddico por f sii h(p) es periddico por g.

b) p es recurrente (respec. fuertemente recurrente, casi periédico) por f
sii h(p) es recurrente (respec. fuertemente recurrente, casi periédico)
por g.

¢) G es minimal por f sii h(G) es minimal por g.

d) h(Q(f)) = Q(g).

e) Se define el conjunto estable de un punto x como W*(x, f) = {y €
M :dist(f"(y), f*(x)) —n—t00 0} y el inestable como W (x, f) =
W (x, f~1). Mostrar que h(W*(z, f)) = W*(h(z), g) y andlogamente

para el conjunto inestable.

3. Sea M un espacio métrico compacto. Sean ¢ : Rx M — My : Rx M —
M dos flujos. Se dicen que son equivalentes si existe un homeomorfismo
h : M — M que lleva érbitas de un flujo en o6rbitas del otro, esto es
h(O(z,¢)) = O(h(x), ). Si ademds se cumple que ho¢p, = 9, oh Vt € R se
dicen que son conjugados. Cudles de las propiedades del ejercicio anterior

se conservan para flujos equivalentes y cudles para flujos conjugados?

4. a) Sea ® : R x M — M un flujo. Mostrar que ® /7, es un sistema
dindmico discreto (f = ®; se llama “tiempo 1”7 del flujo).

b) Demostrar que si f : M — M es el tiempo 1 de un flujo entonces
es isotdépico a la identidad (dos homeos fo, f1 de M son isotdpicos si
existe F': M x [0,1] — M continua tal que F(.,0) = fo, F(.,1) = f1
y F(.,t) : M — M es un homeo para cualquier ¢ € [0, 1].

¢) Encontrar un ejemplo de un sistema dindmico discreto que no sea el

tiempo 1 de ningtn flujo.

5. Sea M un espacio topolégico compactoy f : M — M un homeomorfismo.
En M x R se considera el flujo ® : R x M x R — M x R dado por

D(t, (z,s)) = (z,t +s). En M x R se considera la siguiente relacién:

(2,81) ~ (y,82) <= s1 —$2 €EZy [ 7%(x) =y.
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7. Dar

Mostrar que ~ es una relacién de equivalencia.

Sea M = M x R/ ~yII: MxR— M la proyeccién canénica. Se
considera ® : R x M — M dada por ®(t,II(z,s)) = I(P(t, (x, s)).
Mostrar que ® esta bien definida y que es un flujo en M. (este flujo
se llama flujo suspensién de f.)

Mostrar que M; = II(M x {t}) es homeomorfo a M y que ®; deja
invariante M, y es conjugado a f : M — M.

Si M=S8'y f: M — M es la rotacién de angulo a, R, identificar
My ®.

SiM=S"y f:8" - S'es f(z) = —z(modl), identificar M.

Sea G un subgrupo de (R, +). Probar que G es discreto (G = dZ) o
que G es denso en R. (sug: considerar d = inf{g € G : g > 0})

Sea @ € Ry Gy = {na+ m;n,m € Z}. Probar que G, es discreto
sii a € Q.

Sea R, : S — S, R, (z) = 2+ a(modl). Verificar que la érbita de
por R, es II(x + G,) donde IT : R — R/Z es la proyeccién candnica.

Deducir de aqui la dindmica de R,,.

un ejemplo de un flujo en R? tal que w(x) no es conexo para algin

x € R2.

8. Encontrar ejemplos de:

a)
b)

Puntos no errantes que no sean recurrentes.

Puntos recurrentes que no sean fuertemente recurrentes.

9. Sea f : M — M un sistema dindmico. Definimos los conjuntos LT (f) =
Urent@(@), L~ (f) = Urenra(@) y L(f) = L*(f) UL~ (f). Denotamos por

Per(f) es conjunto de los puntos periédicos de f. Demostrar que Per(f) C

LT(f) € L(f) € Q(f). Encontrar ejemplos donde estas inclusiones sean

estrictas.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

a) Sea M un espacio métrico completo y sea f : M — M un homeo.
Probar que si O(x) es compacto entonces x es periddico. (sug: si x

no es aislado en O(x) entonces O(x) es perfecto.)

b) Probar resultado andlogo para flujos (sug: si la érbita por x no es
fija ni periédica encontrar gy, €, v t, — oo tales que B(¢n+1,€nt+1) C
B(Qvuen) y B(Qnaen) N {(I)t(z) Pty <t < tn} = @)

Sea M un espacio métrico completo y sea f : M — M un homeo. Un punto
p € M se dice que es uniformemente fuertemente recurrente si dado € > 0
existe L tal que el conjunto {m € Z : d(f™(p),q) < €} es L-relativamente

denso cualquiera sea ¢ en la orbita de p.

a) Probar que si la érbita de un punto p tiene clausura compacta, en-
tonces p es fuertemente recurrente sii es uniformemente fuertemente

recurrente.

b) Si p es uniformemente fuertemente recurrente, entonces la érbita de

p es un conjunto totalmente acotado.

¢) Probar que p es uniformemente fuertemente recurrente sii la clausura

de la orbita de p es un minimal compacto.

d) Si p es casi-periédico entonces p es uniformemente fuertemente re-

currente.

Sea M un espacio métrico completo y sea f : M — M un homeo. Decimos
que p es estable en el futuro (segin Lyapunov) si dado € > 0 existe § > 0
tal que si d(p,y) < 6§ = d(f"™(p), f*(y)) < € Yn > 0. Probar que si p es

fuertemente recurrente y estable en el futuro entonces es casi-periédico.

Un minimal compacto puede ser estable en el futuro y no serlo en el

pasado?

Sea f: M — M un sistema dindmico. Probar que si f es transitivo y M

estable segin Lyapunov entonces M es minimal.

Sea M espacio métrico compacto y f : M — M un homeo. Mostrar que

M es estable Lyapunov sii la familia {f™ : n € Z} es equicontinua.
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16. a) Sea ® : R — R continua y periédica de periodo 1. Probar que
[T e@dt = [ e(t)dt.
b) Considere R, : S — S! rotacién con « irracional y sea ® : St — R
continua. Probar que ®,, definida por

1 n—1
Pp(x) = — )  P(RL(2))
n s
converge uniformemente a una constante (sug: usar Arzela-Ascoli y

que las integrales de ®,, son todas iguales).

17. Decimos que G es un grupo topoldgico si es un espacio topologico y a la vez
un grupo donde las operaciones del grupo (multiplicacién e inverso) son
funciones continuas. Sea g € G un elemento y considere la multiplicacién

a izquierda L, : G — G, Ly(g') = g9’

a) Probar que L, es transitivo sii G es minimal por L.

b) Si G es compacto, probar que todo punto es recurrente.

18. Sea M un espacio métrico completo y sea f : M — M un homeo. Dec-
imos que f es distal si dados dos puntos & # y existe € > 0 tal que
d(f™(z), f*(y)) > eV¥n € Z.

a) Si M es estable Lyapunov probar que f es distal.

b) Sea f:T? — T? dado por f(z,w) = (2 + @,z + w) con « irracional.
Probar que f es distal, que T2 no es estable Lyapunov pero que 72 es
minimal. Concluir que todas las 6rbitas son fuertemente recurrentes

pero no casi-periédicas.

19. Sea N un espacio topoldgico, f : N — N un homeo, K un grupo topoldgico
compacto y ¢ : N — K una aplicacién continua. Definimos un sistema
dindmico (llamado “skew product”) en M = N x K dado por F(y, k) =

(f(y), o(y)k).

a) Sidefinimos R, : M — M por R,(y, k) = (y, kg) probar que RjoF =
FoR,. Concluir quesi (y, k) € w(yo, ko) entonces (y, kg) € w(yo, kog)-
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b)

Probar que si yo € N es recurrente por f entonces (yo, k) es recurrente

por F para todo k € K. (Sug: probarlo primero para la identidad).
Si N es minimal para f, es M minimal para F.?

Considere F : T? — T? dado por F(z,w) = (2 + a,w + 2z + ).
Mostrar que (0,0) es recurrente y concluir que para todo nimero

real a y € > 0 hay solucién de la ecuacién diofdntica |an? —m| < e.

Si p(z) es un polinomio real con p(0) = 0, mostrar que para todo
€ > 0 hay solucién de la ecuacién dioféntica |p(n) —m| < e. (sug: si d
es el grado de p considerar F : T? — T4 F(zy,...,2q) = (21 + @, 20 +
21, -y 24+ 2d4—1) y los polinomios pg = p,pi—1(z) = pi(x + 1) — p;i(z).
Quién es F™(p1(0), ...,pq(0)).?



Capitulo 2
Dindmica en S!

Definimos el circulo S = R/Z y n(z) = x (mod 1) la proyeccién canénica.

2mix

Identificamos el cfrclocon {z € C: |z| =1}y 7 : R — S! dadapor n(x) = e

Trabajaremos con ambas nociones indistintamente.

Proposicién 2.0.1. Sean f : S* — S continua, z9 € R e yo € 7 L(f(7(x0)))-

Entonces, existe una tunica F': R — R continua tal que:

1. F(SL’O) = %Yo

2.moF =form
Definicién 2.0.1. Una F': R — R continua que verifica m o F' = f o m se llama
levantamiento de f.

Observacion 2.0.1. Si Fy y F» son dos levantamientos de f, entonces Fy(x) =

Fy(z) + k para algin k € Z.
Demostracion. F; — Fy : R — Z es continua. O

Observacion 2.0.2. Sea F levantamiento de f. Entonces de mo F = fom se
deduce que 3 m € Z tal que F(x + 1) = F(x) + m. Este m no depende del

levantamiento.

Definicién 2.0.2. Llamamos deg(f) al entero m tal que F(z +1) = F(x) +m,

donde F' es un levantamiento de f.

22
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Observacion 2.0.3. Si f : S* — S! es un homeo que preserva orientacién (que

denotaremos por f € Hom, (S')) y F es un levantamiento de f. Entonces:
1. F:R — R es un homeo creciente
2. deg(f) =1
3. F—id:R — R es peridédica de periodo 1.

Teorema 2.0.1 (Poincaré). Sean f € Hom, (S') y F un levantamiento. En-
n

tonces, V x € R existe lim

n—-+4oo

y es independiente de x.

Demostracion. 1. independencia de x:
Basta observar que si |zt —y| < k € Z = |F"(x) — F"(y)| < k,Vn € Z.
P F)|

n—-+oo

n

Luego,

2. existencia del limite:
Para m € Z afirmamos que V. m = 3 p,,, € Z tal que p,,, < F™(x) —z <
Pm+3,V z € R.E Como F™—Id es periédica de perfodo 1 basta verificar lo
anterior para x € [0,1]. Sea k = min{n € Z:n > F™(1)}. Sea p,, = k—3.

Ahora para z € [0, 1] tenemos que

F™(x)—z < F™(1)=0 < pp+3y F™(x)—z > F™(0)—1 > k—2—1 = p,,.

Tomamos x =0 — Pm < F™(0) < pm +3
x = F™(0) — pmSFQm(O)_Fm(O)Sp"z"'?)
Luego, : :
g=F0-Um . 5 < prmQ) — F=Dm(Q) < p, 43
sumamos — npm < F(0) < n(pp + 3)
Luego,
P F"(0) _pm 3
m nm m m
Como ademas,
P FO) pm 3
m m m m
entonces
Frm0)  Fm(0)] _ 3
nm m m

IEn realidad existe pm, € Z tal que py, < F™ () —x < pm + 2 ya que se puede probar que

(F™ —id)(R) N Z consiste a lo sumo de un solo punto (ejercicio).
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Intercambiando los roles de m y n, obtenemos:

‘Fm"(()) B F"(O)’ S%

mn n
de donde . .
‘F (O)_F (0)‘S3 n §
m n m n
I (0
Luego, {n()} es una sucesion de Cauchy = 3 11’111 n( )

O

Definicién 2.0.3. Sea F' un levantamiento de f € Hom, (S!). Definimos el

nimero de traslacion del levantamiento F como p(F) = l{m
Observacion:

1. Si F} es otro levantamiento de f, entonces Fy(x) = F(z) + k, para algin
keZ = p(F1)=p(F)+k.

2. p(F™) = mp(F).

Definicién 2.0.4. Sea f € Hom, (S'). Llamamos nimero de rotacion de f a
p(f) = p(F) (mod 1), donde F es un levantamiento de f.

Proposicion 2.0.2. El nimero de rotacion es invariante por conjugaciones.
Es decir, si f,g € Hom (S'), donde g = h™'o foh, para cierta h € Hom(S1),
entonces p(f) = p(g).

Demostracion. Sea F levantamiento de f y H levantamiento de h. Luego, H !

es un levantamiento de h=! y G = H~'oF o H es un levantamiento de g. Ahora,

existe M tal que |[H '(y) —y| < M,V y € R = |G"(z) — F"(H(z))| < M,

GMa) _ o HO(FM(H(@) - FM(H@) | F(H@)
n n n

lim = p(F) = plg) = p(f). O

Observacion 2.0.4. p(Ry) = a.

Vn= p(G) = h’TILn
F"(H(z))

2.1. Numero de rotacién racional
Proposicién 2.1.1. Sea f € Hom(S'). Entonces

p(f) € Q(modl) <= [ tiene puntos periddicos.
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En este caso, si p(f) = B, con (p,q) = 1, todos los puntos periddicos tienen
q

periodo q.

Demostracion. Veamos primero el reciproco. Sea F' levantamiento de f. Como

f tiene un punto periodico 7(x) (digamos de periodo q) entonces existe p € Z

tal que F4(z) = x + p. Luego, F™4(x) = x + np y por lo tanto

nq
tim T e

n ng n

T+ np

=p/q

y por lo tanto p(f) = £(modl).
Veamos el directo:

Por propiedad del niimero de rotacién:

p(f™) =mp(f) (mod 1).

Si p(f) = QN p(f?) = 0. Basta demostrar que si p(f) = 0, entonces f
tiene puntog fijos. Sea F tal que p(F) = 0. Si F no tiene puntos fijos, como
F — Id es periédica, 3 6 tal que |F(z) — x| > §. Por otra parte F(z) > 2,V x
(*) o F(z) < z,V = (**). Supongamos (*) (el otro caso es andlogo). Entonces

FTL
F(0) >4, F2(0) > F(0) +d > 24, ... F"(0) > nd. Entonces § < 10 — 0.
n

Finalmente supongamos que p(f) = B, (p,q) = 1 y veamos que todos los
q

puntos periédicos tiene periédo ¢q. Sea F' un levantamiento de f tal que p(F') = P

y sea 7(x) periddico por f. Entonces, existen r, s tales que F"(xz) = x+s. Ahora

Frs(z) s

p ,
po(f) =2 = 1w =T =2
q 77— 00 s T

entonces s = mp y r = mgq para algin m. Supongamos F'¢(x) —p > x, entonces
F2(z) = 2p = FI(F(z) —p) —p > Fi(z) —p > .

Entonces < F™%(x) — mp = F"(z) — s, lo cual es absurdo. Andlogamente si
Fi(x) — p < x llegamos a una contradiccién. Asi, w(x) es periddico por f siy
s6lo si F'9(x) = x + p. Luego todos los puntos periédicos de f tienen periodo
q. O

Observacidon 2.1.1. Veamos otra forma para la demostracién anterior. Sea m(x)
periddico de f de perfodo g. Entonces SY\O(r(x)) = I;U...UI, son ¢ intervalos
disjuntos que son permutados por f, y f7(I;) = I; si y s6lo si j = q. Luego
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f4(Iy) = I es un homeo del intervalo I;. Si 7(y) es un punto periédico de f,

tenemos que O(w(y)) NI # 0. Supongamos que 7(y) € I;. Ahora

Q(f?1,) = {puntos fijos} = f4(n(y)) = 7(y).
Luego 7(y) es periddico de periodo q.
Corolario 2.1.1. Sea f € Hom(S*) con p(f) € Q. Entonces Q(f) = Per(f).

Proposicién 2.1.2. Sea f € Hom(S') con p(f) = P con (p,q) =1y seaw(x)
q
un punto periédico de f. Entonces el orden de {n(z), f(m(x)),..., fi (= (x))}

en St es el mismo que una orbita segin Re, i.e., es el mismo que
q

{0 p 2 (g— l)p}
) q’ q ) i q

Demostracion. Sea F un levantamiento de f tal que F4(x) = x 4 p. Consider-
emos 7 1(O(m(x))) = A. Entonces A divide a [z, + p] en p.q intervalos. Por
otra parte # < F(z) < ... < Fi=Y(z) < F4(z) = x + p. Tenemos entonces q

intervalos en [z, x + p):
[, F(2)], [F(2), F(2)],...., [F7™" (2), F(x)].

De ahf que como A es invariante por F, tenemos que #A N [z, F(x)] = p+ 1.
Sea x1 € A tal que [z,21) N A = (. Entonces existe un tnico k con 0 < k < ¢ tal
que F¥(x) —r =x1 y r € Z. Sea F; definida como Fj(z) = F¥(z) — r. Entonces
FP(z) = F(z). Luego

P (n(x)) = f(n(z)) = kp =1 (mod q).

Entonces k es el unico entero con 0 < k < ¢ que verifica kp = 1 (mod q) y

fP(m(x)) es el que le sigue a 7(z) en la orientacién de S*, es decir el orden de

{m(z), f(7(x)),..., f17 (7(z))} en St es:
(@) < fH(r() < fF () <. < fOR ().

Vimos que el orden estd determinado solamente por p(f) = }2. Asi, es el mismo
q

que R%. O
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2.2. Numero de rotacion irracional

Teorema 2.2.1. Sea f € Hom, (S') con p(f) ¢ Q(modl). Entonces Q(f) es

minimal.

Demostracion. Sea M C Q(f) compacto invariante, M # (). Entonces S'\M es
abierto. Sea I = (a,b) una componente conexa de S'\M. Luego f"(I)NI =10,
¥V n > 0 (de lo contrario f tiene puntos periédicos). Entonces I C S'\Q(f). De
ahi Q(f) C M. Entonces Q(f) es minimal. O

Corolario 2.2.1. Sea f € Hom,(S') con p(f) ¢ Q. Entonces Q(f) = S* o

Q(f) es perfecto con interior vacio (i.e., Q(f) es un conjunto de Cantor).

Demostracion. Q(f) es perfecto pues Q(f) es minimal. Si Q(f) tiene interior no
vacio, tenemos que Q(f) es abierto. Como Q(f) es cerrado, Q(f) = S*. O

Proposicién 2.2.1. Sea f € Hom,(S') con p(f) = a ¢ Q. Sea F levan-

tamiento tal que p(F) = a. Entonces para todo ni, na, my, ms € Z se cumple
(1) na+my < nga+mg <= F™" (x) +my < F™"2(z) + mq (2).

Demostracion. Fijemos ny, na, mi, mg € Z. Como p(F') ¢ Q, el signo de p(x) =
F™ (z)4+mq — F™ (z)+mq no depende de x. Luego, dados n1, na, mq, me € Z,
si F™ (z) +my < F2(x) 4+ mg para algin x tenemos que la misma desigualdad
vale para todo . Supongamos que (2) se cumple, entonces vale para x = 0, i.e.
F™(0) — F™(0) < mg —m;. Haciendo y = F™2(0) tenemos F™ "2 (y) —y <
mo — my (3). Luego (3) vale para todo y, en particular para y = 0. Entonces

Fi=m2(0) < my — my, de ahi que F*(™1="2)(0) < my — my, entonces

Fk(nl_HQ)(O) mo — My

k(ny —n2) ny—ng’

pudiendo suponer que n; — ng > 0. Haciendo tender k£ a 400 obtenemos

ma — My
a<l ——.
ny —n2
Como «a ¢ Q, tenemos
m2 —1my
a < ———.
ny —mn2

De donde

nie +mip < no + mo.
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Analogamente si

F™(z) +mq > F™2 () + mq

tenemos

N1+ mip > no + Mo,
y se concluye la demostracién. O

Definicién 2.2.1. Dados f,g € Hom, (S') decimos que f es semiconjugado a
g si existe h : S — S continua y sobre (de grado 1 y preservando orientacién)

tal que ho f = goh.

Teorema 2.2.2. Sea f € Hom (S') con p(f) = a ¢ Q. Entonces f es semicon-
jugado a R, (por una h que preserva orientacion). Mas ain si f es transitivo,

f es conjugado a R, (i.e. h es un homeo).

Demostracion. Sea F' un levantamiento de f y = € R. Consideremos el con-
junto B={F"(z)+m: n,m € Z}. Definimos una funcién H : B — R por
H(F™(z) +m) = na +m. Luego H es monétona y H(B) = R. Entonces existe
una tnica extensién continua de H a B y mondtona y ademds H(B) = R. En-
tonces hay una tnica extension de H a R de forma mondtona. Luego tenemos
H : R — R continua, monétona y sobre. Se verifica H o F' = T, o H. Adem4s
H(z + 1) = H(z) + 1. Luego definimos h : S — S! por h(n(z)) = n(H(x)).
h es continua, sobre y ho f = R, o h. Por otra parte, si f es transitivo (i.e.
Q(f) = S') tenemos que B =R y H es un homeo. O

2.3. Difeomortfismos del circulo

Definicién 2.3.1. Sea f : S — S', J C S'. Decimos que J es un intervalo

errante si
a) J, f(J), f2(J),...son disjuntos dos a dos.

b) w(J) = |J w(z) no es una tnica érbita periddica.
zeJ

Ejemplo 1. Sea f : St — S, p(f) = a ¢ Q, Q(f) & S'. Una componente de

SN\Q(f) es un intervalo errante.
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Lema 2.3.1 (Distorsién limitada). Sea f : ST — St difeo de clase C?. Entonces

existe C' tal que
n\/ el
G (cZ 7@) —fi<y>|> .
i=0

Demostracion. Sea m tal que [f'(z)] > m > 0y M tal que [f"(x)] < M.

Entonces C' = — es constante de Lipschitz de la funcién x —— log|f'(z)|.
m
Luego
n—1
n f1(fi(=)
ey e
S0 = )
)

S log (£ (x))] — log | f'(Fi(w))] <
1=0

S Clr@) - Fl = C Y 1@ - Pl
i=0 1=0
O

Lema 2.3.2. Sea f : S* — St difeo de clase C?. Sea J C S' intervalo tal que
STf™M(J)] < oo. Entonces existe T 2 J tal que | f™(T)| < 2|f™(J)|, Vn > 0.
n>0

Demostracion. Sea K = > |f™*(J)| y C del lema de Distorsién limitada. Sea
n>0

5 > 0 tal que 6¢2KC < 1. Consideremos T 2 J tal que |T| < (14 9)|J].
Probemos el teorema por inducciéon. El caso n = 0 es cierto. Sii =0,...,n—1,
sean x,y € 1. Entonces,
n-1

|(f") (@) < €Cj§0|fﬂ(T)| < ¢2KC

()W)l — -
Luego

(D) =1 (D] (TN

FED < @I =
Y @) 1))
=) Vs

S |fT|L§J)|e2KC’T\J| <
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S (D < ()]

Entonces
L/ (D) < 2[f™(J)]-

En particular se cumple también |f"(T)| — 0. O
n—oo

Teorema 2.3.1. Sea f : S' — S difeo de clase C?. Entonces f no tiene

intervalos errantes.

Demostracion. Supongamos, razonando por contradiccién que f tiene un inter-

valo errante Jy. Se deduce que p(f) ¢ Q. Sea J D Jy intervalo errante maximal.

Se deduce que J es una componente de S\Q(f). Ademds Y |f*(J)| < 1
n>0

con los f™(J) disjuntos dos a dos. Por el lema anterior, existe T 2 J tal que
lf(T)] < 21f™(J)| y |f*(T)] — 0 (observar que podemos suponer T # S1).
Sea x € dJ tal que x € T. Como z € Q(f) existe n; — oo tal que f™i(x) — x
(y f* €T). Como |f*(J)] — 0 podemos tomar un elemento, llamémosle k, de
la sucesién n; con i suficientemente grande tal que dist(f*(J), SI\T) < W.
Concluimos de aqui que f*(T) € T y por lo tanto f* tiene un punto periédico.
Esto contradice que p(f) ¢ Q.

O
Corolario 2.3.1 (Denjoy, [D]). Sea f: S* — St difeo de clase C?, con p(f) =
a ¢ Q. Entonces f es conjugado a R, .
Demostracion. Por el teorema anterior, Q(f) = S*. O

Nota: El resultado original de Denjoy tiene hipé6tesis mas débiles (que z —
log |f'(x)| sea de variacién limitada, cosa que efectivamente sucede si f es de

clase C?). La demostracién que vimos es debida a Schwarz [Sch].

Teorema 2.3.2 (Denjoy, [D]). Sea o ¢ Q. Entonces eziste f : S* — St difeo
de clase C' con p(f) = a y f tiene un intervalo errante (i.e. f no es conjugado

a Rg).

Demostracion. Sea {A\p}ne z talque A, >0 Vne Z, > Ay=1y

nez
)\n+1 ( . K )
— 1. [ Ej: A\, = .
A ! (ol + D) (] +2)
Colocamos en S! intervalos I, |I,| = A, y los ordenamos en S! de la mis-

ma forma que {z, = Ry(0): n € Z} (por induccién, colocamos Iy, I; tal que
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dist(Ip, I;) = > Ak, etc.). Vamos a definir f : S — S definiendo f’
{k:xp€(xo,21)}
e integrando (si g : S' — S' es continua y [q, g =1 entonces 3 f : S* — S* tal

que ' =g). En I, = (an, b,) definimos

F(2) = gla) = 1+ Ky G =@ = bn)

A2 ’
f(x)=1siz¢ U I,
nez

donde

k, = E(A —n)

n — )\n n+1 nj):
Entonces
bn Fn A3
J o= [ o =nr 3= A,

entonces

IRCE

Definimos f : S — S! por

Verifiquemos que f(I,,) = I11.

Flan) = / g@)de+ar = Y / g(@)dz + ay =

a0 k: Ik'C(a()aan) L
= Z 1] + a1 = Z || + a1 = an.
k: zp€ (z0,2n) k: zp€(x1,2n)
Verifiquemos que p(f) = a. Sea h : | I, — S* por h(l,) = R*(0) = z,. h
neZ

preserva orientacién y tiene dominio y rango denso en S', entonces h se extiende
continuamente a h : S' — S! continua y sobre. Ademas ho f = R, o h, es decir

f es semiconjugado a R,. Entonces p(f) = « (ver ejercicio 8). O

2.4. Diff"(S!) desde el punto de vista genérico

En esta seccién estudiaremos Diff"(S?) : el conjuntos de difeomorfismos del

circulo de clase C" con la topologia C".

3

Veremos primero que el tener nimero de rotacion irracional es “inestable”.
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Teorema 2.4.1 (C"- closing lemma). Sea f : S' — S! difeo de clase C" y

x € Q(f). Entonces existe g, C" arbitrariamente cerca de f tal que x € Per(g).

Demostracion. Vamos a mostrar que g; = R; o f para algin t arbitrariamente
pequeno tiene a z como punto peridédico. Es facil ver que g; estd C" cerca de f
si t es pequeno. Si x es periddico de f no hay nada que probar. Supongamos que
no lo es. Entonces € w(z) = I n, tal que f™ () — . Sea F levantamiento
de f y & tal que (&) = z. Entonces 3 p; tal que F" (%) — p; — &. Tomando
subsucesién podemos suponer que F™i (&) — p; es monétona. Supongamos que
es creciente. Sea a > 0 y consideremos g, = Ry 0 f. G4 = T, o F' levantamiento
de gq.

Afirmacion 1. GI(x) > F™(x) +aVn € N.

En efecto, razonando por induccién, G%(z) = Go(G? 1(z)) > Go(F" L(z)) >
F"(z) + «.

Ahora tomemos n; tal que & — (F™ () — p;) < a. Entonces

Gy (&) —pi = F™ (&) —pi < 4

GLi(Z) —p; > F" (&) —pi + o > &.
Entonces existe t € [0, a] tal que G} (%) — p; = . O

Definicién 2.4.1. Sea f : S' — S' y p un punto fijo de f. Decimos que p
es hiperbélico si |f/(p)| # 1. Si p es periédico, f¥(p) = p, decimos que p es un
punto periédico hiperbélico si |(f*)'(p)| # 1, i.e., p es un punto fijo hiperbélico
de f*.

Teorema 2.4.2. Sea f: S' — S y p un punto fijo (periédico) hiperbdlico de
f. Entonces existe U(p) entorno de p y U(f) entorno de f en la topologia C"
tal que si g € U(f) entonces g tiene un unico punto fijo (periddico) hiperbdlico

en U(p).

Demostracion. Tenemos que |f'(p)| # 1. Supongamos que f'(p) > 1= Je >0
flo+e)>p+e)+pe

flp—e)<(p—¢e)—pe
Ilf—gll» < & con d suficientemente chico, entonces g(p+¢) > p+e, g(p—¢) < p—¢,

tal que f'(z) > p > 1, si |x — p| < e. Luego, . Si

yg'(x)>1Vaep—ep+e| Luego, 3! py € [p—e,p+¢] tal que g(py) = py-
Ademds, |g'(py)| # 1.
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Otra forma:

Sea F' : Diff"(R) x R — R tal que F(g,z) = g(x) — . Entonces tenemos
que F(p,0) = 0y 02F|p) = f'(p) =1 # 0. Luego, por el teorema de la
Funcién Implicita, existen U(p),U(f) y ¢ : U(f) — U(p) de clase C” tales que
F(g,¢(g)) = 0. O

Proposicién 2.4.1. Sea g € Diff"(S*) y p € Per(g). Entonces, existe g1 C"-

cerca de g tal que p es un punto (periddico) hiperbdlico de ¢ .

Demostracion. Si p es hiperbdlico de g, no hay nada que probar. Luego, sea «,

0 < a < 1 arbitrariamente chico tal que si definimos ¢ : S — St verifica:

1. p(z) =0siz ¢ U(p)

2. p(p) =0
3. ¢'(p) =«
4. |¢'(p)l € @

Entonces, esta ¢ estd C"-cerca de la funcién nula. Sea g3 = g + ¢. Luego, g1

estd C"-cerca de g, y cumple g1(p) = g(p) +o(p) =py g1'(p) = g'(p) + a # 1.
O

Teorema 2.4.3. Sea g1 € Diff"(S') tal que g1 tiene un punto hiperbélico p.
Entonces, existe go C"-cerca de g1 tal que go tiene todos sus puntos periddicos

hiperbolicos.

Demostracion. Observemos primero que cualquier g cerca de g; tiene un punto
periédico hiperbdlico de periodo igual al perfodo de p segin g; (llamémoslo k).
Luego, sabemos que todos los puntos periédicos de gs tienen periodo k.

Sea G levantamiento de g; y consideremos la funcién H : R? — R dada por
H(x,t) = [Ty o G1]*(z) — r, donde G1"(p) = p + r. Luego, H(p,0) = 0 y
OH # 0 (ya que G’ > 0) y entonces S = H~1(0) es una subvariedad de
R2. Consideremos 75 : S — R la proyeccién sobre la segunda componente y
sea to valor regular (arbitrariamente cerca de 0) de m3|s. Tomemos Gy(z) =
Ty, 0 G1(z). Afirmamos que si Go"(z0) = r + 29 = Go(x0) # 1. En este caso,
tenemos que H(zo,tp) = 0. Como Ker(dH 4,,t,)) = T(zy,t0)S ¥ to es un valor
regular, entonces Oy H(2,1)|(z0,t0) 7 0 Pero OpH(,1)|(24,t0) = (G (o) — 1.
Sea go = mo G5. Luego, go tiene todos sus puntos peridédicos hiperbdlicos y esta

arbitrariamente C” cerca de g; (tomando tg arbitrariamente chico). 0
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Corolario 2.4.1. Eziste D C Diff"(S') (abierto y denso) tal que si g € D

entonces:

1. p(g) €Q
2. Todo punto periodico de g es hiperbdlico.

Demostracion. abierto:

Sea ¢ tal que p(g) € Q y todo punto periddico de g es hiperbdlico. Entonces
g tiene una cantidad finita de dérbitas periédicas O(p1), ..., O(pk) que, por co-
modidad, supondremos puntos fijos. Para cada 4, 3 U;(p;) y U;(g) tal que si
g € Ui(g) = ¢ tiene un (tinico) punto fijo en U; y es hiperbélico. Podemos

suponer que U; NU; = 0 si i # j. Por otra parte, existe d > 0 tal que si
d

55
Vo ¢ Ui Seall(g) C Ur(g)N.. .ﬂuk(g)ﬂljl(g). Luego, si g € U(g) = p(g) €

x ¢ UUi = d(z,g(z)) >d =3 Zjl(g) tal que si g € Zj{(g) — d(z,g) >

Q y todos los puntos fijos (periédicos) de g son hiperbélicos.

Densidad:

Sea f € Diff"(S'). Entonces, por el C"-closing lemma obtenemos una g tal que
p(g) € Q = J g1 tal que p(g1) € Q y g1 tiene un punto periédico hiperbdlico.
Por Teorema 2.4.3, 3 g2 tal que p(g2) € Q y g2 tiene todos sus puntos periddicos

hiperbdlicos. En cada paso, la perturbacién es arbitrariamente pequena. O
Definicién 2.4.2. f € Diff"(S') es llamado Morse - Smale si:

1. Q(f) = Per(f)
2. #Per(f) <o
3. Todos los puntos periddicos de f son hiperbdlicos.

Corolario 2.4.2. El conjunto de los difeos Morse-Smale en Dif f7(S') es abier-

to y denso.

Definicién 2.4.3. Decimos que un difeo f : S' — S' de clase C" es C"-
estructuralmente estable si 3 U(f) C Diffr(S') tal que toda g € U(f) es

conjugada a f.

Teorema 2.4.4. Si f : S' — S! es un difeo C™ Morse-Smale, entonces f es

C"-estructuralmente estable.
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Demostracion. Por comodidad supondremos que p(f) = 0, i.e., f tiene pun-
tos fijos p1,...,pr. Luego, 3 U(f) tal que si g € U(f) = ¢ tiene puntos
ﬁjOS pl(g)a s 7Pk(9) y pl(g) gj} Pi- AhOI'a, Sl\{pla s apk} = Il U...u Ik y

f(Ii) = L;, y también S"\{p1(9), ..., pr(9)} = Li(9) U...UIx(g), con g(L;(g)) =
I;(g). Conjugamos f|r, con f|r,(g), 7 =1,...,k y se extiende esta conjugacién a

p1,---, Pk, obteniendo una conjugacion ente f y g. O

2.5. Ejercicios

1. Demostrar el Teorema de Hopf: sean f : S* — S', g : 81 — S! dos fun-

ciones continuas del circulo, entonces f y g son homotépicas sii deg(f) =
deg(g)-

2. Sean f : S' — S g : 8! — S! dos funciones continuas del circulo.
Mostrar que deg(f o g) = deg(f).deg(g)-

3. Sea f:S' — S una funcién continua del circulo. Definimos P, (f) = {p:
J0< k<n/ f*@p) = p}. Mostrar que #P,(f) > |deg(f)™ — 1].

4. Sean f : S* — S', g : S' — S! dos homeomorfismos preservando ori-

entacién que conmutan. Probar que p(fog) = p(f)+p(g)(modl). Concluir
que p(f") = p(f)"(modl).

5. Sea f : S' — S un homeomorfismo del circulo que revierte orientacién
(deg(f) = —1).
a) Mostrar que f tiene exactamente dos puntos fijos

b) Concluir que para cualquier z, w(x) es un punto fijo o un punto

periédico de periodo 2.

6. Sea p : Hom4(S') — S! la funcién que asocia a cada homeomorfismo
creciente del circulo su nimero de rotaciéon. Probar que p es una funcién
continua. Sug: Mostrar que siempre se cumple que

fmmo) (o)

1
Sf
mn n n



CAPITULO 2. DINAMICA EN S! 36

7.

10.

11.

12.

Sea f : S' — S! conjugado a una rotacién irracional. Probar que la
conjugacion es unica a menos de una rotacién, es decir, si hi, ho son dos

conjugaciones, entonces h; = Rg o hy para algin 5.

Sean f,g € Hom, (S') que son semiconjugados por h con deg(h) = 1.
Probar que p(f) = p(g).

Sea C el conjunto de Cantor usual en [0,1] y a un nimero irracional,
0 < a < 1. Encontrar f € Hom(S') tal que p(f) = a y Q(f) = C. Sug:
usar la funcién de Cantor y también usar (o demostrar?) que dados dos
conjuntos numerables y densos A, B en [0, 1] entonces existe h : [0,1] —

[0, 1] homeomorfismo creciente tal que h(A4) = B.

Sea f € Hom, (S') con ntimero de rotacién irracional. Probar que f es

conjugado a la rotacién irracional sii (f) es estable segin Lyapunov.

Probar que no hay homeomorfismos expansivos en S!. (Sug: discutir segtin

nimero de rotacién).

Probar que si f € Diff"(S') es estructuralmente estable entonces f es

Morse-Smale.



Capitulo 3

Estabilidad local y flujos en
RQ

En este capitulo consideraremos campos X : 2 — R" definidos en un conjun-
to abierto  C R™ y la correspondiente ecuacién ¢ = X (x). El campo serd siem-
pre de clase C! y supondremos que define un flujo ¢; en Q que es de clase C*
también (en particular supondremos que las soluciones de la ecuacién diferencial

estdn definidas para todo ¢ € R).

3.1. [Estabilidad de singularidades

Definicién 3.1.1. Sea X un campo en ). Un punto zy € §2 es una singularidad

(o punto de equilibrio) si X (zg) = 0. Si X (g) # 0 diremos que ¢ es regular.

Observemos que en ese caso si ¢; es el flujo asociado entonces ¢.(xo) = xo

para todo t € R.

Definicién 3.1.2. Sea x( una singularidad del campo X. Decimos que zq es
estable (segin Lyapunov) si dado € > 0 existe § > 0 tal que si ||z — o] < 0
entonces |[¢:(z) — xo|| < € para todo ¢ > 0.

Si ademds se cumple que existe dy tal que si ||x — x| < do entonces

lim () = g

t—o0

diremos que xq es asintdticamente estable.

37
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Daremos a continuacién condiciones suficientes debidas a Lyapunov para
garantizar que un punto de equilibrio es estable. Por simplicidad, supodremos
siempre que el punto de equilibrio es o = 0.

Sea V : U — R una funcién definida en U entorno de una singularidad.

Definimos, en caso de que exista,
. d
V(z) = %V(@(x))\t:(y

Observar que si V es de clase C'! entonces V existe y ademds no es necesario

conocer el flujo ¢, para conocer V ya que en ese caso
V(z) =< gradV (z), X (z) > .

Definicion 3.1.3. Una funcion V : U — R donde U esta definida en un entorno

U de la singularidad x¢p = 0 es una funciéon de Lyapunov si

1. V es continua

2. Existe V() para todo z € U.
Ejemplo: Consideremos la siguiente ecuacién en R? :
i = —y+a®
g = zty-y°
Y sea V(z,y) = 2 + y*. Entonces

V(z,y) =< (22,2y), (—y + 2%,z +y — y®) >= 22° + 2% — 2*.

Teorema 3.1.1. Sea X un campo con X(0) = 0. Si existe una funcion de
Lyapunov V : U — R definida en un entorno de la singularidad xo = 0 tal que
V(0) =0, V(z) > 0Vz # 0y V(z) <0 entonces el punto de equilibrio 0 es

estable

Demostracion. Consideremos € > 0 y supondremos sin perdida de generalidad
que B(0,¢) C U. Sea m = min{V (x) : ||z|| = €} que existe pues V es continua
y OB es compacto. Ademdas m > 0. Por otro lado como V(0) = 0 existe § > 0
tal que si ||z|| < & entonces V(x) < m. Sea entonces z, ||z|| < d y probemos que
ll¢¢(x)|| < € para cualquier ¢ > 0. Razonando por contradiccién supongamos
que para algin ¢t > 0 se tiene que ¢:(x) > €. Sea tg = min{s € [0,¢], ps(x) > €}.

Tenemos entonces que V (¢, () > m. Por otro lado

V(b () — Vi) = / " V(ga(x))ds < 0
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y por lo tanto V (¢, (z) < V(z) < m lo que es una contradiccién.

Ejemplos:
1. Consideremos

T =y
y = —sin(z)

Si tomamos V (z,y) = % +1—cos(z) en un entorno de (0,0) tenemos que
V >0y V(0,0) =0. Ademés

V(z,y) =< (sin(x),y), (y, —sin(z) >=0

y por lo tanto (0, 0) es estable.

& = 2yz—2°

= —a?

Si tomamos V (z,y) = 22 + 2y? entonces

V(z,y) =< (22,4y), 2ya — 2°, —2*) >= —22"

y por lo tanto (0,0) es estable.

Teorema 3.1.2. Sea X un campo con X(0) = 0. Si existe una funcion de
Lyapunov V : U — R definida en un entorno de la singularidad xo = 0 tal que
V(0) =0, V(z) >0Vz #0y V(z) <0Ve #0 entonces el punto de equilibrio

0 es asintoticamente estable

Demostracion. Ya sabemos por el teorema anterior que 0 es estable. Luego,
dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si ||z|| <  entonces ||¢:(x)| < €. Probe-
mos que si [|z|| < & entonces ¢(xz) — 0. Sabemos que V(z) > 0 y por la
hipotesis concluimos que V(¢;(x)) es estricamente decreciente. Luego existe
lim; 0 V(¢:(z)) = a > 0. Sea y € w(x) C B(x,€) (esto dltimo por ser estable).
Luego V(¢:(y)) = limg V(¢iye, (z)) = a y por lo tanto V' es constante a lo
largo de la trayectoria de y y la unica posibilidad es que ¢ = 0 y por lo tanto
y=0. U
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Ejemplo: Consideremos

T = —y—2a°
3

y = xz—y
Si tomamos V (z,y) = 2 + y? entonces

V(z,y) =< (22,2y), (~y — 2%, 2 — y®) >= —22" — 2"

y por lo tanto (0,0) es asintoticamente estable.
La condicién del teorema 3.1.2 en realidad es necesaria, como dice el teorema

que sigue que enunciaremos sin demostracién,

Teorema 3.1.3 (Massera). Sea @ = f(x) un campo C' y xg un punto de
equilibrio asintdticamente estable. Entonces existe una funcion V : U(zg) — R

continua con V(x) >0y V(z)=0e x =1z con V(z) <0 para = # xo.

3.2. Campos lineales y aproximacién lineal

Consideremos A € M, x,»(R) y el campo asociado # = Az No entraremos
en detalle del estudio de las soluciones de un campo lineal. Sin embargo comen-

zaremos viendo que el flujo de & = Az es lineal:

Proposicién 3.2.1. Sea A € M, xn(R) y sea ¢, el flujo de & = Ax. Entonces

¢+ es lineal

Demostracion. Sean a,b € Ry x,y € R™. Y considermos 9 (t) = api(x)+bodi(y).
Luego

D(t) = ade(x) + bdi(y) = aAgy(z) + bA:(y) = Alady(z) + by (y)) = Ap(t)

y por lo tanto ¢(¢) es solucién. Ademas ¥(0) = ax + by Luego ¥ (t) = ¢¢(ax +
by) O

Observacion 3.2.1. Si ¢, es el flujo de & = Ax entonces Y, = ¢_; es el flujo de
= —Ax.

Estudiaremos la estabilidad del origen como punto de equilibrio de & =
Az. Demostraremos que si los valores propios de A tienen parte real negativa
entonces 0 es asintoticamente estable. Para ello buscaremos una funcion de

Lyapunov adecuada.
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Sea M una matriz simétria y consideremos la forma cuadratica V : R" — R

dada por V(z) =< Mz, z > . Veremos quien es V respecto del campo Az.

V(z) = <Mix>+< Mz, i>=< MAz,z >+ < Mz, Az >
= <MAz, x>+ < A'Mz, 2z >
= <(MA+A'"M)z,x >=2< Mz, Az >=2 < MAx,z >

Denotemos por S es el espacio de las matrices simétrica n X n.

Lema 3.2.1. Sea A una matriz invertible tal que todos sus valores propios tienen
parte real negativa. Entonces, la transformacion lineal Ly : S — S definida

como

La(M)=MA+ A'M
es un isomorfismo.

Demostracion. Basta demostrar que Ker(La) = {0}. Sea M tal que MA +
A'M = 0. Luego M A = —A*M. Observemos que si v es un vector propio con
valor propio asociado A se tiene que AMv = MAv = —A*Mwv y por lo tanto
AtMv = —AMw. Si Mv # 0 entonces Mv es vector propio de A* con valor propio
—A. Como los valores propios de A y A? son iguales llegamos a un absurdo pues
en este caso —\ tendria parte real positiva. Por lo tanto Mv = 0. Utilizaremos
esta idea para mostrar que M = 0.
Como M A = —A'M concluimos que M A*F = (—1)¥(A*)* M y por lo tanto

M(A = XD* = (=1)k(A* + XDk M.
Sea B una base de jordan de A y sea v € B. Resulta que existe una valor propio
Ade Ay k> 1 tal que (A— AI)*v = 0. Luego
0= M(A—-X)*v = (—Dk(A" + AD)* M.

Si fuera Mwv # 0 concluirfamos que —\ serfa valor propio de A? (y por lo tanto
de A) con parte real positiva lo que es absurdo. Luego Mv = 0 cualquiera se
v € By por lo tanto, como B es base, M = 0.

O
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Lema 3.2.2. Sea A con todos sus valores propios con parte real negativa y sea
N una matriz simétrica definida negativa. Entonces M = Lzl(N) es definida

positiva.

Demostracion. Observemos primero que A — Ly y A — L;‘l son continuas
con A. Por otro lado observamos que si La(M) = N con N definida negativa
entonces 0 no es valor propio de M ya que de lo contrario, si Mv = 0 entonces
0=2< Mv,Av >=< Nv,v >< 0.

Tambien observemos que L_;(N) = M_; es definida positiva ya que —2 <
M_jz,x>=2< M_jr,—x >=< Nz,z >< 0siz #0.

De ahora en adelate fijamos N definida negativa. Sea A;,s € [0,1] una
isotopia tal que Ag = —I, Ay = Ay A, siempre tiene sus valores propios
con parte real negativa. Sea Ly = L, y My = L;'(N). Luego M depende
continuamente con s, M no tiene valor propio 0 para todo s € [0,1] y My es
definida positiva. Concluimos que M; = L;ll(N ) es definida positiva pues tiene
todos sus valores propios positivos.

O

Teorema 3.2.1. Sea A con valores propios con parte real negativa. Entonces 0

es asintoticamente estable de © = Ax.

Demostracion. Por los lemas anteriores encontramos V : R® — R forma cuadréatica
definida positiva V(z) =< Mz,z > con V(z) =< (M A+ A*M)z,z > definida

negativa. Por el teorema 3.1.2 concluimos el resultado. O
Ejemplo:
T = T + 2y
= -3z — 3y

Entonces (0,0) es asintoticamente estable ya que los valores propios de

tiene parte real negativa.
Mostraremos ahora que si A tiene todos sus valores propios con parte real

negativa entonces tenemos un comportamiento exponencial del flujo.
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Teorema 3.2.2. Sea A tal que todos sus valores propios tiene parte real negativa
y sea ¢¢ el flujo de & = Ax. Entonces existe C > 0 y a > 0 tal que si x # 0
entonces

[ge(2)]| < Ce™||z| V ¢ > 0.

Demostracion. SeaV(z) =< Mz, z > funcién de Lyapunov cuadrética asociada

a A. Como ¢; es lineal y V' es cuadratica tenemos que

V(@i(@) = BV (6:(3)

para cualquier b € R. Sea € = {x : V(2) = 1.} Como V(¢¢(x)) es estrictamente
decreciente por ser V definida negativa tenemos que existe 0 < A < 1 tal que si
x € & entonces V(¢1(z)) < A. Por lo tanto

V(91(z)) <AV (z)

para cualquier x € R™. Por lo tanto para n > 0 deducimos que V (¢, (x)) <
A"V (x). Sea t > 0y escribimos t = n 417 con 0 < r < 1. Luego V(¢¢(x)) <

X%V(a:). Como V es cuadratica definida positiva, existe d y D positivos tal que
d||z[|* < V(z) < D[,

Por lo tanto D
dl|ge(2)]|* < V(ge(x)) < /\tyllxllz

Haciendo C' = \/% y —a = %log A. se tiene el resultado.
O

Corolario 3.2.1. Sean A y ¢y como en el teorema anterior. Entonces existen
C1 ya >0 tal que
l6—i(@)l| = Cre®|lz] ¥ ¢ > 0.

Demostracion. Como

[l = llge(¢—e (@)l < Ce™ || ¢—i(x)]]

y por lo tanto

1
[6-e(@)] > Zeall
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Corolario 3.2.2. Sean A, ¢; como en el teorema anterior y sea V una forma

cuadrdtica asociada a & = Ax. Entonces. si x # 0,
lim V(g¢(x)) =0 lim V(¢¢(z)) = 0.
t—o00 t——00

Corolario 3.2.3. Sea B una matriz tal que todos sus valores propios tengas
parte real positiva y sea ¢y el flujo de & = Bx. Entonces existe C' >0 ya >0

tal que si x # 0 entonces

l¢—e ()| < Ce™||lz]| ¥ £ > 0

|ps(x)]| > Cre®|z| ¥t > 0.

Obtendremos ahora resultados sobre el punto de equilibrio zy de una ecuacién

diferencial & = f(x) a partir de la aproximacién lineal en dicho punto.

Teorema 3.2.3. Sea f : Q — R™ un campo y xg una singularidad, es decir,
f(zo) = 0. Sea A = df,,. Entonces, si todos los valores propios de A tienen parte

real negativa, o es un punto de equilibrio asintoticamente estable de © = f(x).

Demostracion. Mediante un cambio de coordenadas podemos suponer sin per-

dida de generalidad que xzg = 0. El campo puede escribirse como

f(z) = Az + R(z) donde lim Ba) _ 0.

=0 [z
La idea es mostrar que la funcién de Lyapunov cuadratica para & = Az también
sirve para © = f(x). Consideremos entonces V : R” — R dada por V(z) =<
Mz, > donde M es definida positiva y N = M A + A*M es definida negativa.
Como N es definida negativa existe a > 0 tal que < Nz,z >< —allz||* para

todo z € R™. Sea n > 0 tal que
20 My < a.

Existe € > 0 tal que si ||z|| < e entonces

=)
]

<n

Veremos que V para el campo f(z) es negativa en B(0,€) con lo cual aplicando
el teorema 3.1.2 concluiriamos la demostracién. Supondremos en lo que sigue

que 0 # ||z|| < e.
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V(r) = <Mix>+< Mz, i>

= <Mf(z),z >+ < Mz, f(x) >
< M(Az + R(x)),z > + < Mz, Az + R(z) >
< (MA+A'M)z,2 > +2 < MR(z),2 >

< —allel + 2 MI|R@)| ]
R(x

—— (a+2|M|| Lt ))
el

< Jlal? (a + 2| M]ln) < 0.

Ejemplo: El origen es asintoticamente estable de

ya que su parte lineal es

(52

3.2.1. Campos lineales hiperbélicos

Teorema 3.2.4. Sea A tal que todos sus valores propios tengan parte real neg-

ativa. Entonces los flujos de © = Ax y de © = —x son conjugados.
Demostracion. Denotemos por ¢, el flujo de & = Ax y por ¢, el flujo de & = —z.
Observemos que si ¢ # 0 entonces existe un ¢ = t(z) tal que ||¢:(z)|| = 1, es

decir, la trayectoria por x corta a la esfera unitaria S™ en un unico punto
(hi(x) = e ta).

Sea V(xz) =< Muz,z > funcién de Lyapunov asociada a & = Ax con M
definida positivay N = M A+ A'M definida negativa. Demostremos que si z # 0
entonces existe un tnico t = t(x) tal que V(¢:(z)) = 1, es decir, la trayectoria
por z intersecta al elipsoide & = {z :< Mz,x >= 1} en un unico punto. Por
el corolario 3.2.2 sabemos que existe algin t = ¢(z) tal que V(¢(z)) =1y por
otro lado como V(¢:(x)) es una funcién estrictamente decreciente ese t = t(x)

es unico.
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Sea h : S™ — &£ un homeomorfismo cualquiera. Definiremos una conjugacion
H:R" — R" entre ¢ y . Si x # 0 sea t, tal que ¢(x) € S™ y definimos

H(x) = ¢_y, ohoty, (x).

Definiendo H(0) = 0 es facil ver que H es un homeo que conjuga los flujos.
O

Corolario 3.2.4. Sean A y B matrices con todos los valores propios con parte

real negativa, entonces los flujos de © = Ax y de © = Bx son conjugados.

Definicién 3.2.1. Decimos que un campo lineal & = Ax es hiperbdlico si A no

tiene valores propios con parte real nula.

Teorema 3.2.5. Sea © = Ax un campo lineal hiperbdlico y sea ¢y el flujo
correspondiente. Entonces existen subespacios E* y E* y constantes C > 0 y

a > 0 tales que
1. R" = E° @ E™.
2. $+(E®) = E® y ¢(E™) = E* para todo t € R.
3. Sixz € E* entonces ||¢(z)]| < Ce™|z|| parat > 0.
4. Six € EY entonces ||¢p_(z)| < Ce™|z|| parat > 0.

Demostracion. Sea E® la suma de todos los subespacios generalizados de A
asociados a valores propios con parte real negativa y E™ el correspondiente a
los valores propios con parte real positiva. Entonces R™ = E® @ E™. Por otra
parte como A(E®) = E® y A(E*) = E* deducimos la invariancia por el flujo de
estos subespacios. Ademas A* = A/E*® da un campo lineal con todos los valores
propios negativos y A" = A,g. da un campo con todos los valores propios

positivos concluimos el resultado de los corolarios 3.2.2 y 3.2.1. O

Definicién 3.2.2. Sea & = Az campo lineal hiperbdlico. Se lama indice (de
Morse) de A a la dimensién del subespacio E*®. Al subespacio E® (respec. E*)
lo llamaremos subespacio estable (respec. inestable). Diremos que el origen es

atractor si E° = R"™, repulsor si E* = R" y silla en los demas casos.

Teorema 3.2.6. Sean © = Az y & = Bz dos campos hiperbdlicos que tienen
el mismo indice y sean ¢¢ y Yy los respectivos flujos. Entonces ¢y y 1y son

conjugados.
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Demostracion. Sean E% y Ef los subespacios estables de ¢, y 1; respectiva-
mente. Como dimFE% = dimE}, concluimos que ¢} = ¢,/E% v U] = ¢./E3 son
conjugados por h® : By — E% en base al corolario 3.2.4
Analogamente ¢} = ¢/EY y ¢y = ¢+/E}, son conjugados por A" : EY —
Eu
%.
Definiendo h : R" = B ® EY — R" = E} ® E por h = h* © h" tenemos
que h es una conjugacién (por la linealidad de los flujos).
O

Concluimos esta seccién enunciando un teorema que probaremos en el sigu-

iente capitulo. Primero precisamos una definicion.

Definicién 3.2.3. Sea F : Q — R” un campo C' y sea xy una singularidad.
Decimos que ¢ es una singularidad hiperbdlica si & = dF},z es un campo lineal
hiperbdlico. La singularidad es de tipo atractor, repulsor o silla acorde con el

caracter del origen en & = dF, x.

Teorema 3.2.7 (Hartman-Grobman). Sea F : @ — R"™ un campo C* y sea
xo una singularidad hiperbdlica con A = dF,,. Entonces el flujo de & = F(x)
y el flujo de & = Az son localmente conjugados, es decir, existe U(xg),V(0) y
h:U — V homeo tal que

ho ¢l = ¢f oh.

3.3. Flujo Tubular

Definicién 3.3.1. Sea X : Q@ — R" un campo y p € 2. Una seccién tranversal
local en p es un subconjunto ¥ C Q tal que p € ¥ y tal que existe h : B"~! C
R»! — R” diferenciable e inyectiva con B! una bola en R*! tal que ¥ =

h(B"~1) y tal que para todo z € B"~! se tiene que
R" = dh, (R"™') @ X (h(x)).
Observamos en la definicién anterior que necesariamente X (p) # 0.

Proposicién 3.3.1. Sea X : @ — R™ un campo y sea p € Q tal que X (p) # 0.

Entonces existe una seccion transversal local en p.

Demostracion. Sea {vi,...,v,_1} una base ortonormal de X (p)! y definimos
h:R* ! — R™ por h(z1,...,Tn_1) = p+ Z?;ol x;v;. Existe § > 0 tal que si
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lg — pl| < 6 entonces < X(p), X(q) ># 0. Luego ¥ = h(B"1(0,d)) es una

seccién trasversal local. ]

Teorema 3.3.1 (Flujo Tubular). Sea X : Q — R™ un campo C",r > 1 yp € Q
tal que X(p) # 0. Entonces existen € > 0,8 > 0, un entorno U(p) de p y un
difeomorfismo C™ H : U(p) — (—e¢,€) x B"71(0,0) tal que si ¢ € U(p) entonces

dH,(X(q)) = (1,0,....,0).

En particular H es una C” conjucacion entre el flujo de X en U y el flujo del
campo constante horizontal Y = (1,0,...,0) en (—€,€) x B"71(0,6).

Demostracion. Sea h : B"~1(0,1) — R™ una seccién transversal local en p con
h(0) = p. Definimos F : R x B"~1(0,n) — Q por

F(t,z) = ¢ (h(z))

donde ¢; es el fluyjo de X. Ahora, 6Fa(?m)|(o,o) = X(p)y 8%(;"/”)‘(070) = dhyg.
Por lo tanto dF{g ) es un isomorfismo y luego F' es un C" difeomorfismo local.
Luego existen € > 0y 6 > 0 tal que F/(_cxpn-1(0,5) € un difeomorfismo
de (—¢€,€) x B"71(0,8) en U = F((—e¢,¢) x B"1(0,4) abierto que contiene a
F(0,0) = p. Observemos que si F(t,x) = ¢

d d
dF(;)(1,0...,0) = %F(t7$)|(t,m) = %@(CE) = X(¢i(z)) = X(q).

Luego H : U — (—¢,€) x B"71(0,5), H = F~! es el difeomorfismo buscado.
O

Corolario 3.3.1. En las mismas condiciones del teorema anterior sea II :
U(p) — ¥ definido como TI(q) = ¢yq)(q) donde t(q) es tal que |t| < € y
¢¢(q) € 3. Entonces V esta bien definida y es de clase C".

Demostracion.
II=FollyoH.

3.4. Teorema de Poincare-Bendixon

En esta seccién estudiaremos campos y flujos en R2. La dimensién dos y la

topologia del plano imponen ciertas restricciones sobre la dindmica:
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Teorema 3.4.1 (Poincare-Bendixon). Sea X : Q C R* — R? campo C' y sea
p € Q tal que w(p) es un compacto en . Supondremos que w(p) contiene a
lo sumo una cantidad finita de singularidades. Entonces una y solo una de las

siguientes afirmaciones se verifica:
1. w(p) es una sola singularidad.
2. w(p) es una dnica orbita periddica.

3. Si w(p) tiene puntos requlares y singulares entonces para todo q € w(p)
regular se tiene que a(q) y w(q) son singularidades. Si xy es una singu-

laridad en w(p) entonces existen q1,qs € w(p) regulares tales que w(qy) =

ro = a(q2)-

La demostracién esta basada en una serie de lemas que demostraremos a
seguir y en el siguiente conocido teorema de Jordan que enunciaremos sin de-

mostracion.

Teorema 3.4.2 (Jordan). Sea v C R? una curva simple cerrada. Entonces

R2\v tiene exactamente dos componentes conexas.

Observemos que como estamos en R? una seccién transversal local es la
imagen de un intervalo y por lo tanto se puede orientar. En lo que sigue siempre
que tomemos una seccién transversal local la consideraremos orientada. Ademés
siempre supondremos que esta seccién transversal es parte de un abierto donde

se aplica el teorema del flujo tubular.

Lema 3.4.1. Sea q € w(p) un punto regular y ¥ una seccion transversal local
por q. Entonces existe una sucesion ty, / oo tal que XN O (p) = {d, (p) : k =

1,2,...} y la sucesion pp = ¢4, (p) C X es mondtona.

Demostracion. Observemos primeramente que T = {t > 0 : ¢:(p) € X} es
discreto (esto es consecuencia inmediata del flujo tubular) y T es infinito ya que
q € w(p). Luego T = {t;} que crece a infinito.

Para demostrar la monoticidad basta mostrar que si p;—1 < p; segun la
orientaciéon de ¥ entonces p; < p;+1. Consideremos v = [p;i—1,pi] U {&:(p) :
ti1 <t <t;} donde [p;_1,p;] es el intervalo en ¥ determinado por los puntos
pi—1,pi- Como ~ es una curva simple cerrada divide a R? en dos componentes
Ay B. Observemos que para 0 < s < € se tiene que ¢s(p;) pertenece a una

de estas componentes que llamaremos A. Esta componente tambien contiene a
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¢s(x), € (pi—1,pi] con 0 < s < € y también a {x € ¥ : & > p; }. Por otro lado
la otra componente B contiene a ¢s(x), x € [pi—1,p;) con —e < s < 0y tambien
a{reX:z <p_1}. Como {¢:(p) : t; <t < tiz1} N~y = O deducimos que
{dt(p) : t; <t < t;iy1} C Ay por lo tanto, como p;+1 ¢ [pi—1,pi] concluimos
que pit1 > pi.

U

Corolario 3.4.1. Sea ¥ una seccion transversal local. Entonces w(p) N con-

siste a lo mas de un punto.

Lema 3.4.2. Sea q € w(p) regular. Si w(q) contiene puntos regulares entonces
q es periodico y w(p) = O(q). Analogamente, si a(q) contiene puntos regulares

entonces q es periodico y w(p) = O(q).

Demostracion. Sea z € w(q) regular y sea X seccién transversal local por z.
Luego Ot (q) N X # . Por otra parte O(q) C w(p) y por el corolario 3.4.1
deducimos que z € O(q). Luego O(q) = w(q) y deducimos que ¢ es periodico ya
que necesariamente q € O (q).

Probemos ahora que w(p) = O(q). Por el corolario 3.4.1, para cada seccién
transersal ¥, por z € O(q) tenemos que w(p) N X, = z. Esto implica que
(cubriendo O(g) con una cantidad finita de entornos tubulares) que O(q) es
aislado en w(p). Como w(p) es conexo deducimos que w(p) = O(q).

O

Lema 3.4.3. Sea xg una singularidad tal que xo & w(p). Entonces existen

q1,q2 € w(p) regulares tales que w(q1) = xo = a(ga).

Demostracion. Sea B = B(xg,€) tal que sing(w(p)) N B = {zo} y tal que
w(p) N B¢ # 0. Sea t;, — oo tal que ¢y, — xg. y consideremos 5 = min{t > ty :
oi(p) ¢ B} y ti. = max{t <t : ¢(p) ¢ B}. Es facil ver que

t2—>koo, t§€—>koo, tZ—tk—>koo, tk—t§€—>koo.

Sea g; punto de acumulacién de ¢ti (p) ¥y g2 punto de acumulacién de ¢ (p).
Luego q1,q2 € w(p). Por otro lado OF(q1) C By O (q2) C B. Por el lema
3.4.2 w(q1) C sing(w(p)) concluimos que w(g;) = xo. Analogamente a(gz) C
sing(w(p)) v entonces a(gz) = xo. O

Demostracién del teorema 3.4.1:
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1. Si w(p) solo contiene puntos singulares entonces w(p) es una dnica singu-
laridad ya que w(p) es conexo y contiene a lo suma una cantidad finita de

singularidades.

2. Siw(p) solo contiene puntos regulares entonces w(p) es una érbita periédica

por el lema 3.4.2

3. Supongamos que w(p) contiene puntos regulares y singulares. Sea ¢ €
w(p) regular. Entonces, como w(p) contiene puntos singulares, por el lema
3.4.2 y por el argumento en en comienzo de esta demostraciéon deducimos
que w(q) es una sola singularidad. Analogamente a(g) tambien es una

singularidad. El resto se deduce del lema 3.4.3

Observacion 3.4.1. En realidad el teorema de Poincare-Bendixon es valido no
solo en el plano sino en cualquier superficie donde sea valido el enunciado del
teorema de Jordan. Estas superficies incluyen a la esfera y al cilindro en partic-

ular.

Una consecuencia del teorema de Poincare-Bendixon es sobre la existencia de
singularidades. Si bien hay teoremas profundos (Poincare-Hofp) que relacionan

la existencia de singularidades con la topologia, no nos basaremos en estos.

Corolario 3.4.2. Sea X : R2 — R? un campo que tiene una érbita periodica.

Entonces X tiene una singularidad.

Demostracion. Supongamos que no hubiera singularidad. Si v es una orbita
periodica denotamos por int(vy) la componente acotada de R?\y y por I' = y U

[ (gamma). Ordenaremos el conjunto F de las orbitas periddicas por inclusion:
Nn<relyclh.

Sea C una cadena totalmente ordenada y sea A = N,ecl'. Luego A # () por
la P.ILF. Ademas A es invariante por el flujo y como no hay puntos singulares,
todo punto de A es regular. Sea p € A. Deducimos que w(p) C A es una orbita
periédica mas grande que cualquier elemento de C. Luego F tiene un elemento
maximal por el lemma de Zorn. Luego existe  orbita periédica sin ninguna
otra 6rbita periédica en su interior. Sea p [ . Luego a(p) = w(p) = 7. Esto es

absurdo por el lema 77 O

Corolario 3.4.3. Sea X un campo C' tangente en S%. Luego X tiene una

singularidad.
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3.5. Ejercicios

1. Estudiar la estabilidad del punto de equilibrio de los siguientes sistemas:

) 3 T = -2y 4+ yz
r = -y .
{ . 3 y = r — xz
y = x .
z = xy

2. Sea & = f(x) y sea zp un punto de equilibrio. Sea V' : U(xp) — R continua
tal que V(x) > 0siz # zoy V(xzo) =0y tal que V > 0. Probar que z

es asintoticamente estable en el pasado (e inestable en el futuro).

3. Croquizar las trayectorias de & = Ax donde A es 2 x 2 discutiendo segin

los valores propios de A.

4. Sea f un campo en R? tal que 0 es un punto de equilibrio. Supongamos
que existe una bola B(0) tal que no hay ninguna otra singularidad en B
ni tampoco ninguna érbita periédica totalmente contenida en B. Supong-
amos que V(xz,y) = 22 + y? verifica que V < 0. Probar que 0 es asintoti-

camente estable.

5. Croquizar (o dar explicitamente) un campo en R tal que 0 es una singu-
laridad estable pero no existe V con V(0) =0y V(z) >0V z # 0y tal
que vV <o0.

6. Determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio via la aproximacién
lineal de
T = —x—yir
y = y*—-1+ux
7. Croquizar y determinar cuales de los siguientes sistemas lineales & = A;x

son conjugados:

-1 0 0 0 0
A = -2 1 Ay = -2
1 -2 1 -2
-1 0 -1 1 0
As = 0 -1 0 Ay = 1 -1 0
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8. Probar que

10.

11.

= 1+az'+y%(x+1)
g = y@*+1)

no tiene ninguna orbita periddica.

Consideremos
P = x—y—2a3
= z+y-—y’

Pruebe que hay una 6rbita periddica en la region A = {(z,y) : 1 <

22 + y? < 2}. Sugerencia: Estudiar que sucede en las curvas de nivel de
V(a,y) = 2> +y°

Sea X un campo en R? tal que 0 es una singularidad estable. Probar que
una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

a) hay una sucesién de singularidades que convergen a 0.

b) hay una sucesién de drbitas periodicas que convergen a 0

c¢) 0 es asintéticamente estable.

Sean ¢; y 1; dos flujos de clase C' en S? que conmutan, i.e., ¢;01), = 1,00

para todo s,t. Probar que ¢; y ¢; tienen una singularidad en comun.



Capitulo 4

Hiperbolicidad: una breve

introduccion

La hiperbolicidad representa un papel central en la teoria de sistemas dindmi-
cos: es el paradigma de los sistemas llamados “cadticos” (son sistemas inherente-
mente impredecibles) a pesar de lo cual se tiene un descripcién bastante com-
pleta de su dindmica. Por otro lado tienen propiedades de estabilidad, lo que
implica que esta “caoticidad” no se destruye por pequenas perturbaciones del
sistema.

Comenzaremos estudiando transformaciones lineales hiperbdlicas donde, a
pesar de la dindmica ser trivial (por no existir recurrencia no trivial), varias de
las ideas y métodos de la teoria se presentan de forma mas elemental.

Seguiremos luego con lo que es llamada la teoria hiperbdlica local y el teo-
rema de Hartman. Luego estudiaremos dos ejemplos clasicos de la dinamica

hiperbdlica.

4.1. Transformaciones lineales hiperbdlicas

Definicién 4.1.1. Una transformacién lineal (invertible) A : R® — R™ es

hiperbdlica si todos sus valores propios tienen médulo diferente de 1.

Lema 4.1.1. Sea A : R™ — R" lineal hiperbdlica tal que todos sus valores
propios tienen modulo menor que 1. Entonces existen C' > 0 y 0 < XA < 1 tal
que || A" < CX° o], n > 0, v e R,

54
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Demostracion. Es facil ver que existe ng tal que [|A™] < v < 1. Sea C; =
sup{[|A7]| : j = 0,...,n0} y A = y'/™. Dado cualquier n > 0, escribimos n =

kng 4+ r con 0 < r < ng. Resulta entonces que
n kn T k CH n n
A7) < 447 < Ot < ZEA7 = oA,
O

Lema 4.1.2. Sea A : R™ — R" lineal hiperbdlica. Entonces existen subespacios

E?¢, E* (llamados subespacio estable e inestable respectivamente) tales que:
1. R" = E° ¢ E“.
2. A(E®) = E*, A(E*) = E“, es decir, E* y E* son invariantes por A.
3. Eriste C' >0y 0 <A <1 tal que:

JAm0l < CX"oll,n > 0,0 € B* y A < CAullin > 0, v € E*.

4. Para x € R™ definimos £ = x + E° y B} = x + E“. Se tiene que si
y€ B = |A"y — A"z|| < CN" =, 0 si n > 0. Andlogamente, para
n>0eye€ EY setiene que |A "y — A7 x| < CA" =, 0.

Demostracion. Queda como ejercicio para el lector. O

4.1.1. Estabilidad

Lema 4.1.3 (Norma adaptada). Sea A : R™ — R"™ hiperbélica, R" = E* @ E
su descomposicion en subespacio estable e inestable. Entonces existe un norma

I :R*" =Ry 0<a<1 tal que

-1

A sl <a<1 y IIA/Eu||1<a<1~

Demostracion. Supongamos primeramente que E° = R". Sabemos que existen
C>0y0<X<1tal que ||A"|| < CA". Consideremos ng tal que CA™ < 1.

Fijado ng definimos una nueva norma |.||s definida por

no—1

lolls = D 1470l
§=0
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Es facil ver que existe K tal que ||v]|s < K||v||. Luego observamos que:

no
D A0 = Jlofls + [A™0]| = [lo]] < [Jolls + (CA™ = 1)]v]|

j=1

C\ o — 1
(1 n ) lolls = aloll.

[Av][s

IN

K

Ahora, en el caso A : R® — R" con R" = E* @& E", aplicando lo anterior

construimos normas ||.|[s y [|.|[. en E* y E" respectivamente tales que || A=

a<ly ||A7é

respecto a la descomposiciéon R" = E* @ E%, la norma ||.||; como

s <

«w < a < 1. Basta definir entonces, escribiendo v = (vs, v,,) con

[ollv = max{[[vs[[s, [lvullu}-
O

Definicién 4.1.2. Sea K > 0. Una sucesién {z, }ncz en R™ es una K-pseudo-

6rbita (con respecto a A : R™ — R™) si || Az, — Zpta]| < K Vn € Z.

Lema 4.1.4 (Propiedad de sombreado). Sea A : R™ — R™ lineal hiperbdlica
y sea K > 0. Entonces existe a = «(K) tal que si {xp}nez es una K-pseudo

orbita entonces existe un unico z € R™ tal que | A"z — z,|| < o Vn € Z.

Demostracion. Comencemos con un caso particular:
Sublema: Sea A : R™ — R" lineal tal que ||A]] < a < 1 y sea K > 0.
Entonces existe o = a(K) tal que si {xn}nez es una K-pseudo drbita entonces

existe un dnico z € R™ tal que ||[A"z — zp|| < a Vm € Z.

Demostracion. Consideremos x,, : m > 0. Observemos que por ser A una

contraccién tenemos que

m—1

IN

[A™z0 — 2| |A™ ;= AT

IN
ES
3
S
|
<
+
=
—~
N
&
<)
I
&
<
+
=
=

IA

S
3
L
’j’__;

=
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Luego, tomando o = %, cualquier K-pseudo 6rbita positiva {z,}n>0 es
sombreada (a menos de «) por la érbita positiva segin A de un punto w = w(zxp).

Re-indexando la sucesién {z, }n>_n encontramos un punto w,, tal que
| A" T, — ]| < @ n > —m.

Escribiendo z,, = A™w,, concluimos que ||A"z,, — z,| < « para cualquier n >
—m. Tomando z un punto de acumulacién de z,, (y suponiendo que lim,, z, =

z) concluimos que para cualquier n € Z se tiene que
A"z — 2, || = lm |A" 2 — 20| < a.
m
Finalmente, tal punto z debe ser tnico ({por qué?). O

Cotinuemos ahora con la demostracion de la propiedad del sombreado.
Consideremos la descomposiciéon R" = E* @ E* correspondiente a A : R® —
R™ y escribimos 2z € R™ por # = (x4, x,) con respecto a esta descomposicion.
Vamos a trabajar con la norma adaptada encontrada en el lema anterior y que
notaremos por comodidad |.||.
K

Sea x,,, m € Z una K-pseudo érbita y tomemos o = ;=-. Excribimos

Ty = (2, 27"). Aplicando el sublema a A/g: y a A/p. concluimos que existe
ys e Yy tal que [[A"ys — a7 < ay ||[A"y, — 2| < « para cualquier m € Z.
Luego y = (ys,¥,) es el punto cuya érbita por A sombrea .

O

Lema 4.1.5. Sea A : R® — R" lineal hiperbdlica. Existe ¢ > 0 tal que si
G : R" — R"™ es un homeomorfismo y g = G — A tiene constante de Lipschitz
menor que € entonces G = A+ g es expansivo con constante de expansividad

infinita.

Demostracion. Por comodidad seguimos trabajando con la norma adaptada
para A y con la descomposiciéon R™" = E° ¢ E".
Consideremos = # y dos puntos de R™. Supongamos primero que ||z —y| =

|zw — yu||- Resulta entonces que:

1G(z) =Gl = [(A+9)(x) = (A+9) W = Az — Ay[| - [lg(z) — 9(¥)

Y%

a” lzw = yull = ellz =yl = (@™ = &)z —yl.

Por otro lado, de forma anédloga vemos que ||(G(x) — G(y))s|| < (a+¢€)||z —y]|.
Concluimos que si € es tal que a +€ < 1 < a~! — € entonces ||G(z) — G(y)|| =
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| (G(z) — G(y)), |l v |G(z)—G(y)|| > (a=' —¢)||z—y||. Inductivamente tenemos
que [|G"(z) = G"(Y)l| = (™! = €)"[|z — Y| =00 00
Razonando de la misma manera en el caso |z — y|| = ||zs — ys|| concluimos
que |G7"(2) =G (W) = (™! — )"z — yll =n—soo 0.
O

Teorema 4.1.1 (Estabilidad global de mapas lineales hiperbdlicos). Sea A :
R"™ — R™ lineal hiperbolica. FExiste ¢ > 0 tal que si G : R™ — R™ es un homeo-
morfismo que verifica sup{||G(z) — Az| : z € R"} < 0o y G — A tiene constante

de Lipschitz menor que € entonces G y A son conjugados.

Demostracion. Tenemos que hallar un homeomorfismo H : R®™ — R"™ tal que
HoG = Ao H. Sea K > 0 tal que sup{||G(z) — Az|| : x € R"} < K. Vemos
entonces que dado cualquier z € R™ la érbita segin G, {G™(z) : n € Z}, es una
K-pseudo 6rbita de A. Por la propiedad del sombreado concluimos que existe

a > 0 tal que para cualquier z € R™ existe un tnico z € R™ que verifica:
|A"z — G"(x)|| < o para cualquier n € Z. (4.1)

Definimos entonces H : R® — R" por H(z) = z donde z es el tinico punto que
verifica (4.1). En otras palabras ||[A"(H (z)) — G™(z)|| < a Vn € Z. Verifiquemos
primeramente que H conjuga G con A. En efecto, tenemos que ||A™ (Ao H(z)) —
G"(G(z))|| < a ¥n € Z y por lo tanto H(G(z)) = A(H(x)). De ahi que nos
falta probar tinicamente que H es un homeomorfismo.

H es continua: sea x € R™ y sea x,, una sucesiéon tal que z,, — z. Quere-
mos probar que H(zy,) — H(x). Sea H(xy,,) una subsucesién de H(z,,) que

converge a un punto y y sea p € Z cualquiera. Observamos que
147y — GP(z)|| = Um |[AP(H (zm,)) — GP(zm, )| <

y por lo tanto y = H(x). Como H(x,) es un sucesién acotada (por serlo
Zm) concluimos que H(x) es el unico punto de acumulacién de H(x,,). Luego
H(x,,) — H(z) y probamos que H es continua.

H es inyectiva: Esto es consecuencia de la expansividad de G. En efecto, supong-
amos que H(z1) = H(xz2). Deducimos que [|G"(z1) — G"(z2)|| < 2aVn € Zy
por lo tanto x1 = xs.

H es sobreyectiva: Supongamos que Jy € R™ tal que H(xz) # y Vo € R™

Consideremos B = B(0, 4a) la bola (cerrada) de radio 4« centrada en el origen
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H(z+y)—y
TH (z+y) —yll-

x € OB entonces g(x) # —x. Por lo tanto tenemos una funcién continua de la

y la funcién g : B — 0B definida por g(x) = 4a Es facil ver que si
bola en el borde de la misma y tal que en el borde es (isotépica a) la identidad.
Esto contradice el Teorema del punto fijo de Brower.

H~' es continua: Es similar a la prueba de la continuidad de H. O

4.2. Puntos fijos hiperbdlicos: Teorema de Hart-

man

Definicién 4.2.1. Sea f : @ — Q difeomorfismo del abierto 2 C R"™ y p
un punto fijo de f. Decimos que p es hiperbdlico si Df, es hiperbélica (no
tiene valores propios de médulo uno). Un punto periédico de periodo k se dice

hiperbélico si es un punto fijo hiperbélico de f*.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Hartman). Sea f : Q — Q un difeomorfismo y p €
Q un punto fijo hiperbélico de f. Entonces f y Df, son localmente conjugados.
Mas precisamente, existe U, entorno dep y V entorno de 0 y un homeomorfismo
h:U —V tal que

hof=Df,oh.

Demostracion. Podemos suponer que f : R — R™ y p = 0 = f(0) es punto
fijo hiperbdlico y consideremos el mapa lineal hiperbdlico A = Dfy. Sea € > 0
tal que si g : R® — R"™ es acotada y tiene constante de Lipschitz menor que €
entonces A y A+ g son conjugados por la estabilidad de A (Teorema 4.1.1).

Por otra parte, escribimos f(x) = Az + ¢(x), donde ¢ es Ct, ¢(0) = 0
y D¢y = 0. Luego, existe § > 0 tal que si |[z]| < J entonces [[¢(z)| < gz v
|Dé.| < 5. Consideremos una funcién “chichén”p : R — R tal que 0 < p(z) <
1, ple) = 1si [Je < /2, p(a) = 0si o] > 3 v [Vp(a)]| < 4.

Sea G(x) = Az + p(x)d(x). Resulta que G(z) = f(x) si ||z]] < §/2 ¥y
sup{||G(z) — Az|| : = € R"} < oo. Por otra parte DG, — A = p(xz)D¢,, +

T .Vp(z) que es idénticamente nulo si ||z| > § y cuando ||z| < § tenemos:
€ € 4
IDGe = All < 1p(@)[|1 Dol +lo@)IIVa(2)| < 5 + gllzl 5 < e

En consecuencia g = G — A tiene constante de Lipschitz menor que €. Por otra
parte es facil ver que si € es suficientemente chico entonces G es inyectiva y por

la condicién del diferencial DG, se tiene G tambien es abierta y por lo tanto
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un homeo de R™. Concluimos que existe H : R” — R”™ homeomorfismo tal que
HoG = AoH. Tomemos U = B(0,0/2), V=H(U)yh=H,y. Como G = f

en U concluimos que ho f = Ao h como queriamos. O

Definicién 4.2.2. Sea f: M — M un homeomorfismo y = € M. Se define el

conjunto estable de x como
W?(x) = {y € M : dist(f"(y), f" (%)) =n— o0 0}
y el inestable como
W™ (@) = {y € M : dist(f~"(y), f () =m0 O}.
Para ¢ > 0 definimos el conjunto estable e inestable local (de tamaflo €) como
We(z) ={y € M : dist(f"(y), f"(z)) < € ¥n = 0}
W(x) = {y € M : dist(f " (y), f™"(2)) < € ¥n > 0}.

Corolario 4.2.1. Sea [ difeomorfismo y p un punto fijo hiperbdlico. Existe
€ > 0 tal que:

1. W(p) C W(p) y We(p) C W*(p).

2. W2 (p) (respec. W (p)) es una subvariedad topoldgica de la misma dimen-

sion que el espacio estable (respect. inestable).

3. W2 (p) = Unxof " (WE(P)) y WH(p) = Unzof"(W(p)) y son subvar-

tedades topoldgicas inmersas.
Demostracion. Queda como ejercicio. O
E

Definicién 4.2.3. Sea f un difeomorfismo y p un punto fijo (periédico) hiperbdli-
coy R" = E; @ E, su descomposicién en subespacios estable e inestable de D f),.

Decimos que p es:
» atractor si E° = R" (y por lo tanto E* = {0}).
s repulsor si E* = R™ (y por lo tanto E* = {0}).

» silla si {0} # E° # R™ (y por lo tanto lo mismo ocurre con E*). En este

caso definimos el indice de p como dimFE?.
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Observacion 4.2.1. Sea f un difeomorfismo y p un punto fijo hiperbdlico.
= Sip es atractor = W?(p) es un abierto que contiene a p y W*(p) = {p}.

= Sip esrepulsor = W¥(p) es un abierto que contiene a p y W*(p) = {p}.

4.3. Sistemas de Anosov lineales en T".

Consideremos A € SL(n,Z), es decir, una matriz con entradas enteras y
determinante +1. Resulta que A induce un difeomorfismo en el toro T" =
R™/7".

Definicién 4.3.1. Sea A € SL(n,Z) hiperbdlica. El difeomorfismo inducido
f:T™ — T"™ definido por
foll=1Ic A

donde IT : R™ — T™ es la proyeccién canénica es llamado difeomorfismo de

Anosov lineal.

Teorema 4.3.1. Sea f : T" — T™ un difeomorfismo de Anosov lineal. En-

tonces:

1. Per(f) =Q(f) =T

2. f es transitivo y topoldgicamente mixing.

3. f es expansivo.

4. Para cualquier z € T", las variedades W*(z) y W"(z) son densas en T".

Demostracion. Para simplificar y fijar ideas vamos a hacer la prueba en el caso
f:T? — T? dado por foIl =IIo A donde

A:(ji)

Sea ¢ € Z y consideremos el conjunto Cy, = {(m/q,n/q) : m,n € Z}. Es facil
ver que A(C,) = C, y por lo tanto f(II(C,)) = II(Cy). Sin embargo II(Cy)
es un conjunto finito y entonces cada punto de II(Cy) es periédico. Por otro
lado UgezCy es denso en R? y asi UqezII(Cy) es denso en T2. Deducimos que

Per(f) = T? como querfamos.
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Como A es hiperbdlica de entradas enteras y determinante 1 tenemos que
los valores propios A, i de A son irracionales y A = p=1, 0 < [A] <1 < |u|. En
nuestro caso son positivos y A = % Ademds concluimos que E* y E* (los
subespacios propios asociados a A y 1 respectivamente) son rectas de pendiente
irracional. Por lo tanto II(E*) y II(E“) son densas en T?. Sean U,V abiertos
cualesquiera en T2. Luego I(ES) NU # 0 y I(E*) NV # 0. Sean U y V
componentes conexas de [T~ (U) y II~1(V) respectivamente tales que E*NU # ()
y E*NV # . Se concluye facilmente que existe ng tal que A"(ﬁ) NV # () para

todo n > ng. Por lo tanto
Y U)NV OIA™NU)NV) #0, Vo > ng

y f es entonces topoldgicamente mixing.

Veamos que f es expansivo. Consideremos ¢g tal que si ||z — y|| < ¢¢ =
|Az — Ay|| < 1/4 y sean Z,§ dos puntos de T? tal que dist(f™(z), f*(g)) <
€0 Vn € Z. Fijemos z € II71(Z) y para cada n € Z tomemos y,, € II~(f"(7))
tal que |y, — A"z| < €. Afirmamos que y,11 = Ay,, n € Z. En efecto,
como ||y, — A"z|| < € entonces | Ay, — A"1x|| < 1/4 y como hay un tnico
elemento de IT-1(f"*1(7)) a distancia 1/4 de A"*lz conclufmos que Ay, =
Yn+1. Luego y, = A"yo, ¥n € Z y por lo tanto ||A"x — A"ypl|| < €9 Vn € Z. Por
la expansividad de A deducimos yg = = y asi & = .

Por tltimo observamos que dado = € R? se tiene que II(z+E*)) y [I(z+E"))
son densas en T?. Afirmamos que W*(Il(x)) = Il(x + E*) y W*(Il(x)) = I(u+
E?). En efecto, si y € E*® entonces ||A"z — A"y|| —n—+00 0 y por lo tanto
dist(f"(Il(x)), f*(11(y))) —=n—+too 0y esto implica II(z + E*) C W*(II(x)) (lo
cual ya implica que es densa). Por otro lado, consideremos ¢, como antes y
sea § € T? tal que § € W*(Il(z)). Existe ng tal que dist(f"(Il(z)), f*(7)) <
€0, M > ng. Para simplificar supondremos ng = 0. Sea y,, € I~1(f™(7)) tal que
lyn — A™2x|| < €. Se deduce, razonando como anteriormente, que y,+1 = Ayy.
Pero entonces ||A"yo — A"x|| —=n—+too 0y luego yo € = + E*. Esto concluye la
demostracién de We(Il(z)) = II(z + E*). O

Teorema 4.3.2 (Estabilidad estructural de Anosov lineales). Sea f: T" — T"
un Anosov lineal. Existe € tal que si g : T" — T" es un difeomorfismo e-C'

cerca de f entonces g y f son conjugados.

Demostracion. Sea A € SL(n,Z) e hiperbdlica tal que folIl = IIo A. Sea

g : T" — T" difeomorfismo € C''-cerca de f y sea G : R® — R” un levantamiento
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(que es de clase C) de g, es decir goIl = ITo G. Podemos escribir G(x) = Az +
p(z) donde p : R™ — R”™ es periddica en Z™. Resulta que sup g [|p(2)]] < 00y
[1Dpz| <e.

Por la estabilidad de A : R™ — R™ (ver Teorema 4.1.1) concluimos que (si
€ es suficientemente chico) existe H : R" — R™ tal que Ao H = H o G donde
H(x) es el tnico punto de R™ que verifica:

sup [A™(H (2)) = G™ (2)]| < oo

Afirmamos que si ¢ € Z™ entonces H(z + ¢q) = H(z) + g. En efecto, observamos

que para cada n, G™ = A" + p,, donde p,, es periddica en Z" y por lo tanto

sup [|A™(H(z) +¢q) = G™(z + )| =

me”ZL
= SHEI%HAm(H(x)) +A™q— A" (x +q) — pmlz+q)| =
= SE%IIA’"(H@)) - GM(z)]| <00

y por unicidad H(xz + q) = H(x) + ¢. Por lo tanto podemos definir 4 : T® — T"
por h(II(x)) = II(H (x)). Resulta que h es un homeomorfismo y ademas:

foholl=folloH=IloAocH =1llcoHoG=holloG=hogoll

es decir, foh=hog. O

4.4. Herradura de Smale y puntos homoclinicos

Vamos a considerar un difeomorfismo f : R? — R? tal que la imagen de
un cuadrado @ = I x I es como se indica en la figura 4.1, conocido como la
herradura de Smale ([S]).

Tenemos entonces dos bandas horizontales Hy y H; tal que f(Q)NQ =
f(Ho)Uf(Hy) = IoUI; son dos bandas verticales. Supondremos que f/g,,7 = 0,1
es afin. En particular, las direcciones horizontales y verticales son preservadas
bajo f/g, y segmentos horizontales son contraidos uniformemente y segmentos
verticales son expandidos uniformemente.

Podemos observar que

QN Q)N fA(Q) = f(f(Q) N Ho) U f(f(Q) N Hy)
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o /f(Q)
N
D c L
\ L
HO/
A B

Figura 4.1:
son cuatro fajas verticales. En general
n
(@
j=0
son 2™ fajas verticales y se concluye que

N F(Q) =K xI

j=0
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donde K; es un conjunto de Cantor en I, es decir, los puntos de @) cuya orbita

pasada siempre se mantiene en () consiste en un conjunto de Cantor de lineas

verticales.

De la misma forma se prueba que

7@ =1xK;

J=0

donde K5 es un conjunto de Cantor, es decir, los puntos de @} cuya Orbita

futura siempre se mantiene en () consiste en un conjunto de Cantor de lineas

horizontales.
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Asi, el conjunto de puntos de ) cuya Orbita siempre se mantiene en @ es
A=Njez 7 (Q) = K1 x Ko.
Observemos lo siguiente:

. ﬂ;n:_m 17(Q) consiste en 4™ rectangulos cuyos didmetros convergen a cero

con m.

= Sea R,, cualquiera de estos rectangulos. Entonces para cualquier —m+1 <
j < m — 1 se verifica que f/(R,,) C Iy o fi(R,,) C I1.

= Dados dos puntos x # y de A existe n € Z tal que f™(z) y f™(y) no estéan

alavezen Iy o Iy.

Consideremos ¥ = {0,1}2 y 0 : & — ¥ el shift (a la izquierda) de Bernoulli

(ver seccién 1.4). Consideremos h : A — 3 de la siguiente manera:
h(z)(n) =1isi f"(x) € I;, i =0,1.

Resulta que h es un homeomorfismo tal que ho f = o o h. En efecto:

h continua: Si x,y pertenecen a un mismo rectdngulo de ﬂ;”;_lm_ L Q) en-
tonces h(z)(j5) = h(y)(j), —m < j < m.

h inyectiva: se deduce de lo observado anteriormente

h sobreyectiva: Sea {z,} € X, entonces
j=m
Rp= () f7(I,)
j=—m

es un sucesién encajada de rectangulos cuya interseccion consiste en un punto
x. Se deduce que h(z) = {z,}.
De estas propiedades y el hecho que A es compacto concluimos que h es un

homeomorfismo. Ademés:

h(f(z))(n)=i< "M el < i=h(x)(n+1)
es decir, h o f = ¢ o h. En conclusién hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 4.4.1. Sea A = N,ezf™(Q). Entonces A es un conjunto de Cantor y
f/a es conjugado al shift o : ¥ — ¥ donde ¥ = {0, 1}%. En particular:

1. Los puntos periddicos son densos en A.
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2. f/a es transitivo y topoldicamente mizing.
3. We(x)NA y W¥(x) N A son densos en A para x € A.

Observacion 4.4.1. Una construccién similar y un resultado analogo puede re-

alizarse en R" con un cubo I™.

Definicién 4.4.1. Sea f : M — M un difeomorfismo y p un punto fijo (periédi-
co) hiperbdlico. Un punto z € W#(p) N W*(p) diferente de p se llama punto
homoclinico. Se dice ademds que es transversal si la interseccion W#(p) NW*(p)
es transversal en x. La érbita de un punto homocliiico (transversal) es llamada

érbita homoclinica (transversal).

Situaciones como la herradura vista anteriormente aparecen siempre que

tengamos un punto homoclinico transversal:

Teorema 4.4.2 (Birkhoff-Smale). Sea f : M — M wun difeomorfismo, p un
punto fijo hiperbolico y x un punto homoclinico transversal. Entonces existe
N > 0 y un conjunto f invariante A (que contiene p y ) tal que f;\/'\ es

conjugado al shift de Bernoulli (de dos simbolos). !

4.5. Dinamica hiperbdlica

En esta seccién enunciaremos (sin demostracién) algunos resultados princi-
pales de la teoria hiperbdlica. El lector interesado podra consultar por ejemplo

[Sh], [KH] y las referencias alli incluidas.

Definicién 4.5.1. Sea f: M — M un difeomorfismo. Un conjunto compacto
e invariante A se dice que es hiperbdlico si para cada x € A existen subespacios
Ef(x) C TyM y E*(z) C T, M que verifican:

1. T,M = E*(z) ® E%(x).
2. Dfo(E%(x)) = E°(f(z)) y Dfo(E"(z)) = E"(f(x)).
3. Existen constantes C' >0y 0 < A < 1 tal que

a) |Dfiv|| < CA™||v]| Yv € ES(z) y n > 0.
b) |IDf; "] < CA™||v|| Yv € E*(z) y n > 0.

1EI conjunto A es ademds un conjunto hiperbélico (ver definicién 4.5.1).
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Como ejemplos bésicos de conjuntos hiperboélicos ya vimos los difeomorfismos

de Anosov lineales y la herradura de Smale.

Teorema 4.5.1 (Teorema de la variedad estable). Sea f: M — M un difeo-
morfismo C” y A un conjunto hiperbdlico. Entonces existe € > 0 tal que para
cualquier x € A se verifica:

1. W(x) es una subvariedad C tal que T,W2(x) = E*(x).

2. Wi(x) C W*(x)

3. Wo(z) = Upsof "(WE(f™(x))) y es una subvariedad (inmersa) de clase
C" y varia continuamente (como subvariedades C" y en subconjuntos com-

pactos) con x.
Obviamente hay un resultado andlogo para W ya que W*(x, f) = W*(x, f~1).
Definicién 4.5.2. Sea f : M — M un difeomorfismo. Decimos que f es:

= difeomorfismo de Anosov o globalmente hiperbdlico si M es conjunto hi-

perbdlico.
= hiperbdlico si el conjunto limite L(f) es hiperbdlico.

s Azioma A si el conjunto no errante (f) es hiperbdlico y ademas Q(f) =

Per(f).

Un caso muy particular de difeomorfismos Axioma A son los difeomorfismos

Morse-Smale:
Definicién 4.5.3. Un difeomorfismo f: M — M es llamado Morse-Smale si
= #Per)f) < oo y todos los puntos periédics de f son hiperbdlicos.

= Q(f) = Per(f).

s W#(p) vy W*(q) se intersectan transversalmente para cualquier p,q €

Per(f).

Teorema 4.5.2. Se verifican la siguientes implicaciones:
= Anosov = Azioma A = hiperbdlico.

» Azioma A <> hiperbdlico y L(f) = Q(f).
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Teorema 4.5.3 (Descomposicién espectral). Sea f : M — M un difeomor-
fismo hiperbdlico. Entonces L(f) = Ay U---UA,, donde Aj;i = 1,---,m
son conjuntos compactos, f-invariantes, dos a dos disjuntos y transitivos (lla-
madas piezas bdsicas). Ademds, cada A;,i = 1,..m se descompone a su vez
en una union disjunta de conjuntos compactos A; = Ay U --- U Ay, tal que
f(Aij) = Nigr1),d = 1yyemi — 1, f(Ain,) = Mg, f/”A” es topoldgicamente
mizing y W*(x) es densa en AjjVr € A;j.

Observacion 4.5.1. El teorema de Descomposicién espectral para Axioma A
es debido a Smale, la extensién para difeomorfismos hiperbdlicos es debida a

Newhouse)

Teorema 4.5.4 (Estabilidad local). Sea f: M — M wun difeomorfismo y A un
conjunto hiperbélico. Entonces existe un entorno C' de f, U(f) y un entorno

U de A tal que si g € U(f) existe un conjunto A, C U hiperbdlico para g tal que

J/a Y g/a, son conjugados.

Antes de enunciar el siguiente teorema precisamos algunas definiciones.
Definicién 4.5.4. Sea f : M — M un difeomorfismo.

= Decimos que f es C"-estructuralmente estable si existe un entorno U(f) C
Diffm (M) tal que si g € U(f) entonces existe un homeomorfismo h : M —
M tal que ho f =goh.

= Decimos que f es C"-Q-estable si existe un entorno U(f) C Diff" (M) tal
que si g € U(f) entonces existe un homeomorfismo h : Q(f) — Q(g) tal

que ho fra(s) = gsa(q) © h-
Definicién 4.5.5. Sea f: M — M un difeomorfismo Axioma A.

= Decimos que satisface la condicidn de transversalidad si W*(x) y W*(y)

se intersectan transversalmente para cualquier z,y € Q(f).

= Decimos que f tiene un ciclo si existen piezas bésicas A;,, -+ , A, Ai, =

A;, tales que
W™(Ai,) = Ai, (YW (Aiy,,) = Aipy, #0, 1< <k -1

Teorema 4.5.5 (Estabilidad global). Sea f : M — M un difeomorfismo C".

FEntonces:
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1. Si f es Anosov = [ es C"-estructuralmente estable.

2. Si f es Axioma A y satisface la condicion de transversalidad —> f es

estructuralmente estable
3. Si f es Azioma A y no tiene ciclos => [ es C" Q-estable.
Uno de los resultados mas sorprendentes de esta teoria es:

Teorema 4.5.6 (Mane [M1]). Sea f: M — M C*' estructuralmente estable.

Entonces f es Axioma A.

4.6. Ejercicios

1. Dibujar las trayectorias de un isomorfismo lineal hiperbélico L : R? — R?2

discutiendo seguun los valores propios.

2. Sea L ={A € GL,(R™) : A hiperbdlica}. Probar que L es abierto y denso
en GL,(R™).

3. a) Sea A:R™ — R" hiperbdlica con E% = R"™. Probar que existe 6 > 0
tal que si B : R™ — R” lineal con ||B — A|| < § entonces A y B son

conjugadas. (sug: son localmente conjugadas).

b) Sean A, B dos transformaciones lineales hiperbélicas en R™ tales que
E% = E% = R". Probar que A y B son conjugadas sii det(4) =
det(B). (Sug: {A € GL, hiperbdlica} tiene solamente dos compo-

nentes arcoconexas.)

¢) Enunciar y demostrar una condicién necesaria y suficiente para que

dos transformaciones lineales hiperbdlicas de R™ sean conjugadas.

4. a) Sea A:R"™ — R" lineal. Probar que A es hiperbdlica sii w(z) =0 o

w(z) = 0 para cualquier z € R™.

b) Dar un ejemplo de una transformacién lineal L : R* — R* que tenga

una orbita recurrente no periédica.
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5. Sea f: M — M difeomorfismo estructuralmente estable y p un punto fijo

de f. Probar que p tiene que ser hiperbdlico.

6. Sea f : M — M un difeomorfismo y p € M un punto fijo hiperbdlico.
Probar que dado N > 0 existe un entorno V(p) tal que si ¢ € V es un

punto periddico distinto de p entonces su periodo es mayor que N.

7. Sea f : M — M difeomorfismo y p € M un punto fijo (periédico de
periédo k) hiperbdlico de f. Mostrar que existen U(f) entorno de f y
U(p) entorno de p tal que si g € U(f) entonces g tiene un tnico punto
fijo (peri6dico de periédo k) y que es hiperbdlico en U (p). (sug: considerar

F(g,x) = g(x) — x en una carta local).

8. Sea f difeomorfismo C" tal que Q(f) consiste de una cantidad finita de
orbitas periddicas hiperbdlicas y supongamos que existe una funcién V :
M — R tal que V(f(z)) < V(z) para todo z € M y que V(f(z)) = f(x)

sii x es periédico. Probar que bajo estas condiciones f es 2-estable.

9. Sea f : M — M un difeomorfismo y A un conjunto hiperbdlico tal que
E¥(xz) = {0} Vz € A. Probar que A consiste un nimero finito de érbitas

periddicas atractoras.

10. Sea M una variedad compacta y f : M — R una funcién de clase
C™1 r > 1. Considere el campo X = grad(f) que es de clase C" y

sea ¢; su flujo.

a) Mostrar que f(¢;)) es creciente con t. Concluir que ¢; no tiene érbitas

periddicas. ;Quién es Q(X)?

b) Probar que p es una singularidad sii p es un punto critico de f. Probar
que p es una singularidad hiperbdlica sii el hessiano de f en p es no
degenerado. Probar que p es un atractor (repulsor) sii p es un méximo
(minimo) local de f. (Una singularidad p es hiperbélica si DX, no

tiene valores propios con parte real nula.)

¢) Decimos que f es una funcién de Morse si todos sus puntos criticos

son no degenerados. Probar que si f es de Morse entonces X es €)-
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estable (es decir, si Y es un campo C” cerca de X entonces existe
h: Q(X) — Q(Y) homeomorfismo tal que h(Ox(z)) = Oy (h(x)).)

d) Concluir que el subconjunto de X7, ,,(M) (campos gradientes en M

de clase C") que son (2-estables es abierto y denso en X[ ;.

Sug: use
el teorema de Morse, que dice que el conjunto de funciones de Morse

es abierto y denso en C"*1(M;R).
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