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Introduccion

Estas notas en gran parte son traduccién de una obra anterior de los mismos autores [CMO03]. Esta version
contiene diversas correcciones, actualizaciones, algunos agregados y varias supresiones y presentaciones mas
breves.

Se ha reducido en forma importante la parte dedicada a los aspectos generales de Teoria Ergddica, que
ahora constituyen los capitulos I, I y el Apéndice, y antes eran mas de la mitad del libro. Se han eliminado
-por razones de espacio- varias demostraciones, en particular la del Teorema de Birkhoff - Khincin. Se ha
eliminado también la prueba de la ergodicidad de un tipo particular de billares (stadium eliptico)

Se dan en estas notas versiones mas precisas y actualizadas de uno de los teoremas sobre condiciones
suficientes para la ergodicidad local (Seccién II1.5), y se ha ampliado con ejemplos, figuras y comentarios
actualizados el anterior capitulo sobre Billares, que ahora son dos.

En las ultimas tres décadas del siglo XX, los billares cadticos se transformaron en un area muy activa
de investigacién en mecanica estadistica y disciplinas relacionadas. Comenzé con el trabajo seminal de Ya.
G. Sinai de 1970 [Si70], en que se desarrollé el aparato matemdtico para el estudio de hiperbolicidad y
propiedades ergddicas de una clase muy amplia de billares planos, y se dié una férmula exacta para su
entropia. La teoria de Sinai llevé a una explosion de trabajos en revistas de matemadtica y fisica sobre
diversas clases de billares en el plano y en espacios de cualquier dimensién. El progreso fundamental de la
teorfa llevé a la solucién, en algun sentido, de la cldsica hip6tesis de Boltzmann (enunciada por 1880) sobre la
ergodicidad del modelo de bolas duras de los gases (ver Seccién IV.5). El avance en el estudio de los billares
también penetr6 en la mecdnica estadistica del no equilibrio y otras ciencias.

El propésito de estas notas es introducir al lector al estudio actualizado de los billares cadticos y habilitarlo
para avanzar mas rapido en el estudio de los trabajos originales. Por ello, entre otras razones, la bibliografia es
amplia y variada. Esta dirigido a estudiantes de posgrado e investigadores, tanto fisicos como matematicos.
Conocimientos bésicos de calculo, geometria Riemanniana y probabilidad son necesarios. En las notas se
incluye un panorama extenso de los elementos necesarios de teoria de medida.

Los Capitulos I y II y el actual Apéndice deben mucho a unas notas de Ricardo Mané para un curso en
el ICTP, Trieste. 1988. El me habia amablemente autorizado a incluirlas en mi version original del libro, que
es una monografia publicada en 1993.

Agradezco: los aportes y correcciones de diversos alumnos de cursos sobre estos temas dictados en el
dltimo lustro, a Nelson Modller por haber hecho algunas de las Figuras, a los organizadores de la XVIII
Escuela Venezolana de Matemaética por darme la oportunidad de dictar este curso, en especial a Carlos Di
Prisco por apoyos de todo tipo.

Montevideo, junio 2005, Roberto Markarian






Capitulo 1

Transformaciones que preservan
medida. Entropia

I.1. Definicion. Ejemplos

Si (X,0,u) v (Y,8,v) son espacios de medida, decimos que la transformaciéon T : X — Y preserva
medida si
BeS = TYB)e0O y wT *B)) =v(B).

Si T va de un espacio de medida (X, O, u) en si mismo, suele decirse que u es preservada por T o que T
preserva (L.
Un método ttil y simple para verificar que una transformacion preserva medida es el siguiente:

Proposicién I.1.1. Sean (X,0,u) y (Y,S,v) espacios de probabilidad y Sy C S un dlgebra que genera
S§.8 T Y(B)e O y uw(T-YB))=v(B) para todo B € Sy, entonces T preserva medida.

Demostracion. Sea :§' una familia de conjuntos B € S tales que T-'(B) € O y u(T~(B)) = v(B).
Es sencillo ver que & es un o—élgebra que contiene a Sy. Entonces & D S. Por tanto B € § implica

T-YB)e O y uw(T~YB)) =v(B). O
Ejemplos:
1. Traslaciones en T". Para cada k = (ki,...,k,) € T™ se define la traslacién Ly : T™ — T" por

Lig(x1,...,x0) = (k121, ... knay)

Proposiciéon 1.1.2. La probabilidad de Lebesgue en T" es invariante bajo todas las traslaciones. Mds ain,
es la tnica probabilidad sobre el o—dlgebra de Borel de T™ con esa propiedad.

Demostracion. Sea Lj, una traslacién. Si @ C T™ es un cubo, es claro que
ML (@) = Vol L1 (Q) = Vol Q = MQ).

Entonces, aplicando la Proposicion 1.1.1 al dlgebra de las uniones disjuntas de cubos, se obtiene que
es Ljp—invariante. Inversamente, suponga que A is otra probabilidad sobre el o—éalgebra de Borel de

T" invariante bajo todas las traslaciones. Sea {Q1,...,Q,} una coleccién finita de cubos disjuntos
cubriendo T™, y que cada cubo es traslacién de un mismo cubo. Entonces N (Q1) = -+ = N (Qm)
y M®1) = - = AMQm). Por tanto, si N (Q;) # AQ;) para algin i, digamos N (Q;) > A(Q;), esto

implicard de inmediato que X (Q;) > A(Q;) para todo 1 < j < m. esto impliarfa que 1 = XN(T") =
> N(Q)) > 32, MQ5) = AM(T™) = 1, una contradiccién. Por tanto, A(Q;) = X'(Q;) para todo i. Esto
muestra que A y M\ coinciden sobre cubos pertenecientes a este tipo de particién. Pero es simple ver
que todo cubo @ C T™ es una unién (disjunta) de cubos pertenecientes a esa particién. Entonces A y
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A coinciden sobre la familia de todos los cubos, y por lo tanto coinciden sobre el dlgebra de las uniones
disjuntas de cubos. Asi A = )’ sobre el o—4lgebra de Borel de T ™. O

2. Transformaciones lineales de T". Defina la transformacién 7:R"™ — T" = S! x--- x S! por
Tty ..o ty) = (2™ i),

Claramente 7(z) = n(y) <= z—-y € Z" yn(Z") = {(1,...,1)}. Dado un isomorfismo lineal
T:R" — R" tal que T(Z”) C Z", o, equivalentemente, cuya matriz en la base candnica tiene componentes
enteras, existe T': T™ — T" tal que 7o T = T o 7. La transformacién T se define tomando para cada
p€T", un punto = € 7~ 1(p) y estableciendo

T(p) = [T (x)].

Esta definicién es consistente porque si y € 7~ (p) esotro punto, con z—y € Z" entonces T(x—y) e,

yasi 7[T(y)] = =[T(z)]. _Transformaciones construidas como la 7' de arriba son llamadas transformaciones
lineales del toro T", y T es llamado el levantamiento lineal de T al espacio de (re)cubrimiento R™.

Proposicién 1.1.3. La probabilidad de Lebesque sobre T" es invariante bajo toda transformacion lineal
de T".

Demostracion. Sea T : T" — T" una transformacién lineal. Defina una probabilidad v sobre la
o—4&lgebra de Borel de T" estableciendo que v(A) = A(T~1(A)). Si Ly :T" — T" es una traslacién y
Tx =k, tenemos, para todo conjunto de Borel:

V(L (4)) = NT' L (A)) = MLy T (A)) = MTH(4)) = v(4)

Asi v es invariante bajo todas las traslaciones, por lo que A = v. Esto prueba que A es invariante bajo
T. O

3. Shifts de Bernoulli. Sea X un espacio métrico compacto.! Llamemos B(X) al espacio de las
sucesiones dobles 6 : Z — X con la métrica

1
A0, B) = Y i dofa(n), B(n)
n=—oo
donde k > 1 es una constante y dy la métrica de X. Observe que en esta métrica, una sucesién
de sucesiones {6,} € B(X) converge a una sucesién 6 € B(X) siy sélo si converge cada una de sus
componentes, o sea, si 1{m,, o, 0,(j) = 0(j) para todo j € Z. Asi la convergencia es independiente de la
constante k > 1 usada para definir la métrica d. El shift (transformacion de corrimiento) o : B(X) —
B(X) es definido por
(c6)(n) =0(n+1)
Claramente o es un homeomorfismo. Cuando X es un conjunto finito, X = {1,...,m}, denominamos
B({1,...,m}) simplemente por B(m).
Dados conjuntos de Borel Ag,..., A, en X y j € Z definimos un cilindro C(j, Ao,...,Am) por

C(j, Ag, ..., Am) ={0 € B(X)| 0(j +1i) € A;, 0<i<m.}

Uniones finitas de cilindros disjuntos forman un dlgebra que genera el o—4dlgebra de Borel de B(X). M4s
aun, dada una medida de probabilidad gy sobre el o—4&lgebra de Borel de X, existe una unica probabilidad
u sobre el o—élgebra de Borel de B(X) (llamada la medida producto asociada con pg) tal que para todo
cilindro:

p(C(, Ao, - Am)) = [ [ 1o(As) (1.1.1)
i=0

LObsérvese que a los efectos de la pura teorfa ergédica, no importa trabajar sobre un espacio topolégico, por lo que alcanzarfa
con tener la probabilidad po indicada un poco méas adelante definida sobre un o-algebra de X.
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La existencia y unicidad de p puede ser deducida del Teorema A.1.3 siguiendo una construccién similar
a la de la medida de Lebesgue sobre R™ o T". M4s atin, p es invariante bajo o. Esto se deduce de
u(e=H(C)) = u(C) para cada cilindro C, como se verifica usando la férmula de arriba y del hecho de que
las uniones disjuntas de cilindros forman un algebra que genera el o—algebra de Borel de B(X). Denote
por B,(X) al espacio B(X) con la probabilidad p. Elshift o : B,(X) — B,(X) es llamado shift de
Bernoulli.

Cuando X es un conjunto finito, X = {1,...,m}, la probabilidad uo es determinada por los nimeros
pi = po({i}) y en este caso B, ({1,...,m}) es denotada por B(p1,...,Pm)-

De manera similiar definimos B (X), el espacio de las sucesiones 6 : Z1 — X con la correspondiente
métrica . El shift unilateral o : BT(X) — BT(X) se define también por la formula (¢6)(n) = 0(n + 1),
pero ahora n > 0. La transformacién o sobre B*(X) es solamente una transformacién sobreyectiva continua
y no un homeomorfismo. Si g es una probabilidad sobre el o—4&lgebra de Borel de X, una medida
producto ju sobre la o—4lgebra de Borel de BT (X) es definida por la misma férmula para los cilindros
C(j, Ao, -+, Ap) con j>0. Otravez p es o—invariante. Entonces B,f (X) y BT (p1,...,pm) se definen
como el caso previo.

4. Difeomorfismos que preservan volumen. Sean U y V conjuntos abiertos de IR". Decimos
que un difeomorfismo f:U — V preserva volumen si |det f'(x)| =1 para todo z € U. Entonces

para todo subconjunto de Borel A C V. Para probar esta propiedad primero observe que si p*(-) denota
la medida exterior de Lebesgue

A(4) = / xa(@) da
para todo abierto A C R™ con p*(0A) = 0. Aqui la integral es de Riemann y x4 es la funcién
)

caracteristica (indicatriz) de A (o sea xa(x) =0 si t ¢ A y xa(z)=1 si € A, ver también Ej. 1.2.7).
Pero p*(0A) =0 implica p*(0f~1(A)) = 0. Por tanto

A H(A)) = / X1y (2) da.

Observe que xj-1(4) = xa © f. Por tanto

ASTHA) = / Xty (@) dz = / (xao f)de
- /<><Aof>|detf'|dm - /xmdx — A4

donde la cuarta identidad se obtiene por cambio de variables. Esto muestra que la formula deseada se
satisface cuando A es un conjunto abierto con p*(0A) = 0; en particular, cuando A es un cubo. Luego
tomamos un cubrimiento de V por cubos disjuntos Q1,Q2,--- y definimos el o—algebra O de todos
los conjuntos de Borel A C V' tales que A(f~1(ANQ;)) = A(ANQ;) para todo i. Este es un o—4lgebra
que contiene el subélgebra de las uniones disjuntas de cubos. Por tanto O es el o—algebra de Borel y la
férmula esta probada.

5. Medidas invariantes de funciones continuas en espacios compactos. Sea X un espacio
métrico compacto y O su o—algebra de Borel. Se prueba que el conjunto m(X) de las probabilidades
p: O —[0,1] admite una tnica topologia metrizable tal que p, — p siy sélo si

/wdunﬁ/wdu

para cada funcién continua ¢ : X — IR. Con esta topologia m(X) se transforma en un espacio compacto,
y usando sus propiedades se muestra que toda funcién continua T : X — X tiene por lo menos una
probabilidad T-invariante. Si T no es continua puede suceder que no haya probabilidad T-invariante; vea
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el Ejercicio 1.6. Pruebas de este teorema se encuentran en todos los libros generales de Teoriergédica, por
ejemplo [CFS82] o [Mn83].

Si T es continua la situacién més frecuente es que tenga infinitas probabilidades invariantes. Cuando
T tiene s6lo un ndmero finito de probabilidades invariantes es claro que tiene sélo una (porque si tuviera
dos, p1 y M2, entonces todas la combinaciones lineales Apy + (1 — Apug, 0 < A < 1, serfan también
probabilidades invariantes); en este caso, como veremos mds abajo T tiene propiedades ergddicas muy
fuertes.

Dada una funcién continua T, denote por mp(X) al conjunto de las probabilidades T-invariantes.

Teorema 1.1.4 (Bogolyubov-Krylov, [BK37]). mr(X) es no vacio.

Como ya dijimos, puede suceder que una transformacion tenga exactamente una medida invariante.
En este caso se dice que es unicamente ergddica®. La clase de transformaciones tnicamente ergédicas es
muy restringida, ain en el caso de las transformaciones continuas sobre espacios compactos que estamos
estudiando en esta Seccién. Los ejemplos estdndar son ciertas traslaciones en el toro T ™.

Teorema 1.1.5. Sea f una traslacion en T". Entonces, las siquientes propiedades son equivalentes:
(a) St e=(1,...,1), la orbita {f™(e)lm € Z} es densa en T"
(b) {f™(x)|m € Z} es densa en T" para todo x € T"

(¢) f es dnicamente ergddica.

Ejercicio I.1. Sea X un espacio métrico compacto y 7 : X — X una funcién continua. Las siguientes propiedades son
equivalentes:

(a) T is Gnicamente ergddica;

(b) Paracada f € C°(X) el limite limp—oo %H >0 f(T9(x)) existe para cada x € X y no depende de z.

(c) Paracada f € C%(X) la sucesién de funciones %H Yiofo T7J converge uniformemente a una constante.

EJERcICIO 1.2. Una transformacién de intercambio de intervalo S! es una transformacién 7 : ST — S1 tal que existe una
familia finita de intervalos abiertos disjuntos Ji,...,Jn, cuyas clausuras cubren S! y tales que T|j, : Ji = T(J;) es una
isometria y los intervalos T'(J;) son disjuntos, también. Probar que T preserva la probabilidad de Lebesgue.

EJERcIcIO 1.3. Sea J; = (ai,b;), ¢ > 1 una familia numerable de intervalos disjuntos abiertos en (0,1) tal que
o0

> bi—ai)=1
i=1
Sea T :[0,1] — [0,1] una transformacién satisfaciendo:
T —a; 1—o0;
b; —a; 2
cuando z € J;. Aqui o; puede ser +1 o —1. Probar que T preserva la probabilidad de Lebesgue.

T(z) =o0;

EJERCcICIO 1.4. Probar que el conjunto de los puntos peridédicos del shift o : B(X) — B(X) es denso en B(X).

EJercicio 1.5, * Considere B(m) con la métrica
1
(e, ) = Pl le(n) — B(n)]

donde k > 1. Denote por B;(0) la bola cerrada de radio r centrada en 6 y ponga
Sn(0) = {a € B(m)| a(n) =0(n) for In] < N}
(a) Probar que Sy (0) C Br(0) si

1 2m

.27 <

W k-1
(b) Probar que Sy(0) D Br(0) si

< los(1/r)

— logk
(c) Probar, usando (a) y (b), que si p es la medida producto asociada con la probabilidad uniforme po sobre {1,...,m}
dada por po({i}) = 1/m, entonces existe C > 0 tal que
21
C™ 4% < u(Br(0)) < Cr® con §= o8
log k

Deducir que 2logm/logk es igual a la dimensién de Hausdorff de B(m).

EJercicio 1.6. Considere la transformacién 7T : [0,1] — [0,1] definida por T(z) = /2 para 0 <2z <1 y T(0) =1. Probar
que T es medible y no es T-invariante para ninguna probabilidad sobre el o—4&lgebra de Borel de [0, 1].

2Esta denominacién es coherente con lo explicado al final de la Seccién 11.2.
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1.2. Teorema de Recurrencia de Poincaré

Trataremos primero la versién probabilistica del Teorema de Recurrencia de Poincaré, que no hace ref-
erencia alguna a conceptos topoldogicos.

Teorema 1.2.1. Sea T wuna transformacidn que preserva medida en el espacio de probabilidad (X, O, p).
Dada A € O, sea Ay el conjunto de puntos = € A tal que T"(x) € A para una cantidad infinita de
n > 0. Entonces Ay pertenece a O, y u(Ag) = u(A).

Demostracion. Sea C,, :={x € A| T?(z) ¢ A para todo j >n}. Es claro que
Ay = A\, C,

Entonces el teorema quedard probado si mostramos que C, € O y u(C,) =0 para cada n > 1. Observe
que ‘
C, =A\U;>,T77(A).

lo cual muestra que C, € O, e implica que
Cp C Uj»0T 7 (A)\ Uj>nT 77 (A)
Pero desde que
Ujzn T (A) = T (Uj20T 7 (4)) = p(UjznT77(A4)) = p(Usz0T 7 (4)).
Esto implica p(C,) = 0. O

Para enunciar la versién topoldgica del teorema de recurrencia, necesitamos la nocién de conjunto
w—limite de un punto. Sea X wun espacio topolégico y T : X — X una transformacién. Definimos
al conjunto w—limite de un punto = € X (w(z)) como el conjunto de puntos y € X tales que para
cualquier entorno U de y, sucede que T"(x) € U para infinitos valores de n. Si X es un espacio métrico,
esto es equivalente a

liminf dist (T"(x),y) =0

n—oo
Teorema 1.2.2. Sea X wun espacio métrico separable > y T : X — X wuna transformacién Borel-medible.
Sea p una probabilidad T -invariante sobre el o—dlgebra de Borel de X. Entonces p({x: x ¢ w(z)}) =0.
En otras palabras, casi todo punto es recurrente.

Demostracion. Sea {U,}5%, una base de conjuntos abiertos tales que

lim diamU, =0 y Up>mU,=X

n—oo

para todo m > 0. Sea U, := {z € U,| T7(z) € U, para infinitos valores positivos de j}. Por el teorema
precedente

w(U, \U,) =0. Ponga X :=nN_oUpsm Uy
Se deduce que

p(X\ X) (U0 (X \ Un>mUy))
= %}:O(Unszn \ Unzmﬁn))
< N(Uﬁzo Un>m (Un \ ﬁn)) =0

Por tanto sélo tenemos que probar que 2z € X implica z € w(x). Sea r > 0. Elija m tal que
diamU,, < r/3 si n > m. Puesto que z € X, se tiene que x € Uanﬁn. Por tanto existe n > m tal
que z € U,. Dado que diamU, < r/3, se sigue que U, C B,(z), lo cual implica que TY(z) € B,(z) si
Ti(z) € U,. Pero desde que z € U, Ti(z) € U, para una cantidad infinita de j, lo cual muestra que
x € w(z). O

3Un espacio topoldgico es separable si tiene un conjunto denso numerable
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EJjercicio 1.7. Sea T una transformacién que preserva medida en el espacio de probabilidad (X, O, u). Dado A € O, defina
A como el conjunto de puntos x € A tales que T™(x) € A para una cantidad infinita de n > 0. Defina N : A — Z por
N(z)=m si m>0, T™(z) € A y T"(z) ¢ A para 0 < n < m. La funcién N(x) es llamada tiempo de primer retorno.

(a) Probar que A€ O, u(A\A)=0, y N:A — Z es una funcién medible;
(b) Defina T: A — X por T(z) = TN@) () Probar que T(A) C A y quesi T es invertible (existe una transformacién
S que preserva medida en (X,0,u) tal que T'S(z) = ST(x) = x = para p-casi todo z), entonces T : A — A deja

invariante la medida p|. Sugerencia: Ponga A, = N~!({n}); probar que u(T(C)) = pu(C) para todo C € O tal
que C C Ap.

I.3. El Problema de la Equivalencia

La nocién natural de equivalencia entre dos transformaciones que preservan medida estd dada por la
siguiente definicién.

Definicién 1. Decimos que dos transformaciones que preservan medida T;, i = 1,2, de dos espacios de
medida (X;, Oy, i), © = 1,2, respectivamente, son equivalentes si existe una transformacion que preserva
medida F que lleva (X1,01(mod 0), 1) en (Xa2,O2(mod 0), ug) satisfaciendo

(a) F es invertible, o sea que existe una transformacion medible G : Xo — Xy tal que GF(x) =2z para
ct. € Xy y FG(y) =y para c.t. y€ Xs.

(b) F preserva medida, o sea pui(F~1(A)) = pua(A) (mod 0) para todo A C O,.
(¢) ToF = FTy para c.t. x € X;.

Observe que (a)-(b) implican que G preserva medida de (X3, Os,pu2) en (X1,01,p1) vy, por (c),
GT5 = T1G casi todo punto.

Por tanto, la equivalencia es simétrica. Claramente es transistiva y reflexiva, por lo que es una verdadera
relacién de equivalencia.

Uno de los objetivos de la teoria ergddica es clasificar a las transformaciones que preservan medida,
médulo esta relacién de equivalencia. Uno de los métodos para este andlisis consiste en asociar con una
transformacién que preserva medida T : (X,0, u) — (Y,S,v) un operador lineal Ur : L2(Y) — L£2(X)
definido por

Urf=fol.

Como T preserva medida entonces Ur es un operador unitario: (Urf,Urg) = (f,g) para cada f,g €
L2(Y) ((-,-) es el producto interno en £?).

Definicién 2. Sean (X;,O;,u;), i = 1,2, espacios de medida T; : X; — X; transformaciones que
preservan medida, con operadores lineales asociados Ur,. Decimos que T1 y T son espectralmente
equivalentes si existe un tsometria invertible

L: L%(Xs) — L(X1)
tal que LU, = U, L.

Si 71 and T son equivalentes, son espectralmente equivalentes puesto que la transformacion F : X7 —
X, dada en la definicién de equivalencia da lugar a una isometria Up : £2(X2) — L£2(X1) que satisface la
condicién UpUrp, = Un,Up (alcanza con tomar Upf = fo F).

En general, sin embargo, las transformaciones espectralmente equivalentes no son necesariamente equiva-
lentes; por ejemplo todos los shifts de Bernoulli son espectralmente equivalentes, pero Kolmogorov probé en
1958 que no todos son equivalentes. Hizo esto asociando a cada transformacién que preserva medida T :
X — X un ndmero real h(T) € [0,+oc0], llamado la entropia de T que es invariante bajo equivalencias
(significando que todas las transformaciones equivalentes tienen la misma entropia). Como se verd en la
Secci6n siguiente, la entropfa de un shift de Bernoulli B(pi,...,p,) esiguala — )., p;logp;. Entonces,
en particular, los shifts B(1/2,1/2),B(1/3,1/3,1/3), v B(1/4,1/4,1/2) tienen diferentes entropias y no
pueden ser equivalentes.
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En el caso de los shifts de Bernoulli, el reciproco también se cumple: dos shifts de Bernoulli con la misma
entropia son equivalentes. Este importante resultado fue probado por Ornstein en 1970. Entonces tenemos
el siguiente

Teorema 1.3.1. Dos shifts de Bernoulli son equivalentes si y solo si tienen la misma entropia.

EJERCICIO 1.8. Probar que si los shifts de Bernoulli Bjf (P1,y---sDpm) ¥ B;L (q1,.-.,9¢) son equivalentes, entonces m = £
vy {p1,...,pm} pueden ser indexados de tal manera que p; = ¢; para todo 1 < ¢ < m = . Sugerencia: Ponga A; =
{0 € B¥(p1,...,pm)|0(0) =i} y Cj ={0 € BT (q1,...,q,)|0(0) = j}. (a) Pruebe que el conjunto A; tiene las siguientes
propiedades: o|4,; es una biyeccién entre A; y Bt (p1,...,pm), vy v(a(9)) = p;lu(S) para todos los subconjuntos de Borel
S C A;. (b) Luego, si T : B (p1,---s0m) — B;r(qh ...,qe) realiza la equivalencia entre los dos shifts, muestre que T(A4;)
contiene un subconjunto de Borel D tal que o|p es una biyeccién entre D y un conjunto de medida total de Bt (q1, ..., q),
y w(o(S)) = p;lu(S) para todo S C D. (c) Deduzca que existe j tal que ¢; =p; y T(A;) = C; (mod 0). Asuma primero
que los g; son todos distintos.

EJsercicio 1.9. Sea f : [0,1] — [0,1] la transformacién dada en el Ejercicio 1.3. Probar que [ es equivalente a o :
Bt (p1,p2,...) — BT (p1,p2,...) con p; =b; —a;. Sugerencia: Defina la funcién T : [0,1] — B (p1,p2,...) estableciendo

(Tz)(n) =j si f*(x) € (az,b).

I.4. Entropia

La entropia, como se vi6 en la Seccién anterior, es una importante caracteristica numérica de una trans-
formacién que preserva medida. La nocién de entropia tiene una larga historia; proviene de ramas de la fisica
y otras ciencias. Originalmente, R. Klausius introdujo la entropia en 1864 para describir la transformacién
de energia caldrica en energia cinética. Actualmente la entropia en fisica es considerada como una medida
de la complejidad de sistemas con gran niimero de componentes y configuraciones posibles.

En 1948, C. Shannon introdujo la entropia en la teoria de la informacién como una caracteristica cuan-
titativa de la incertidumbre (o informacién) de sucesos aleatorios. Sea (X, A, ) un espacio de probabilidad.
Queremos medir la cantidad de informacién agregada por el conocimiento de que un suceso A € A haya
ocurrido. Claramente tal medida deberia ser una funcién, ¢, de la probabilidad u(A), y
a) ser no negativa (i : [0,1] — [0, 400))),

b) ser cero si el suceso tiene probabilidad uno (i(1) = 0),

¢) crecer cuando p(A) decrece, y

d) satisfacer la siguiente relacién de independencia: si A, B € A son sucesos independientes (u(A N B) =
u(A)u(B)), la informacién agregada por saber que ambos A y B ocurrieron (A N B ocurre) es igual a la
suma de la informaciéon dada por el conocimiento de que A y B han ocurrido.

Se puede probar que hay una tnica funcién que satisface todas esas condiciones: i(p) = —klog p, donde
k > 0 es una constante; ver el Ejercicio I1.10. Si k = 1/log 2, la unidad de informacién es llamada “bit” (se
usa en teorfa de la informacién).

Sean ahora Aj,..., A, sucesos aleatorios de los cuales uno y sélo uno puede realmente ocurrir (son,
por lo tanto mutuamente excluyentes). Sean p; = pu(4;), 1 < i < n, sus probabilidades y, obviamente,
p1+---+p, = 1. Entonces, la cantidad de informacién agregada por conocer cual de esos sucesos realmente
ocurre es la media (valor esperado) de la informacién definida por:

h(p1,--.,pn) = —p1logps — -+ — pylogp, (1.4.1)

Esta cantidad es llamada la entropia de la distribucién de probabilidad {p1, ..., p,}. Observamos que h > 0.
Si se fija n, entonces h toma su méximo h = logn con la distribucién uniforme p; = -+ = p, = 1/n; ver
Ejercicio 1.11. En este caso el niimero de sucesos, n, puede ser expresado por n = e”.

;Cudl es el significado de h en el caso general, cuando n es muy grande y la distribuciéon es muy ‘no
uniforme, por lo que h < logn? La respuesta es dada por el cldsico teorema de Shannon-McMillan-Breiman
de teoria de la informacién, que describiremos sin mucho rigor. Dice que podemos dividir el conjunto de los
sucesos {A1,...,A,} en dos grupos: sucesos esenciales, cuyas probabilidades son suficientemente grandes,
y sucesos despreciables (los otros), de modo que (i) los sucesos despreciables pueden ser eliminados de la
expresion (I.4.1) sin pérdida significativa del valor de h, y (ii) el nimero de sucesos esenciales es aproximada-
mente

Ness & € (1.4.2)
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Este es el significado bésico de la entropia en teorfa de la informacién: e” da, ‘esencialmente’, el nimero de
sucesos posibles.

En 1958, basado en las ideas de Shannon, A.N. Kolmogorov introdujo la entropia en la teoria de sistemas
dindmicos. Su version de la entropia, desarrollada junto con Ya. G. Sinai, es ahora llamada entropia de teoria
de la medida (measure-theoretic entropy) o entropia de Kolmogorov-Sinai. Las pruebas de los resultados que
siguen se encuentran en, por ejemplo, [CFS82], Ch. 10; [Mn83], Cap 4.

Sea T : X — X una transformacion que preserva la probabilidad p. Vamos a medir la complejidad de
la transformacién TV cuando N — oo. ;Qué es esta complejidad?? Sea X = A; U --- U A,, una particién
de X en subconjuntos medibles disjuntos, A; N A; = 0, ¢ # j. Si etiquetamos cada A; por 4, entonces el
punto z del espacio de fase puede ser codificado por la etiqueta i si x € A;. La complejidad de la particién
& ={A1,...,A,} es medida por su entropia definida por la férmula de Shannon:

h(§) = —p(Ar)log pu(Ay) — -+ — p(An) log u(Ayn)

Ahora la transformacién T entra en la contruccién. Dado un punto = € A4;, (con la etiqueta ig), el punto
T*x para un k > 1 puede ser etiquetado por iy si T*x € A;, . Entonces, la érbita {z, Tz, ..., TNz} puede ser
etiquetada por una cuerda {ig,i1,...,ix}. Uno puede facilmente ver que esta cuerda etiquetara de hecho a
todos los puntos en el conjunto A;, N T~ 1A;, N---NT~NA,;,. Todos estos conjuntos (con un N fijo) crean
una particién de X que denominaremos {x. Su complejidad es una vez més medida por la entropia h({y)
definida por la misma férmula de Shannon.

Para entender como luce la particién £y, para cada j > 1 considere una particiéon de X dada por
T=i¢={T"9Ay,...,T77A,}. Debido a la invariancia de u por T tenemos h(T~7¢) = h(¢) para todo j > 1.
Ahora ¢y es obtenida tomando todas las posibles intersecciones de elementos de T—7¢, 0 < j < N. Esta
construccién es llamada producto de particiones y denotada por \/;,V=0 T—7¢. Observe que si N > M, cada
conjunto en {n estd contenido en &)y v cada elemento en &, es la union de elementos de & ; por lo que &n
es un refinamiento de &yy.

La particién £y consiste de nV*! conjuntos, llamados elementos o dtomos (algunos de ellos pueden
ser vacios, en este caso ponemos 0 en lugar de 0log0). Por tanto, su mdxima entropfa no puede exceder
h(én) <logn™*!t = (N + 1)logn, o sea que h(£x) crece a lo sumo linealmente en el tiempo N. De hecho,
esta estimacién es més bien optimista, puesto que para muchas transformaciones la mayoria de los elementos
de &y serdn vacios, y h(€y) crecerd lentamente, si es que lo hace; ver Ejercicio 1.12. Pero para muchas
transformaciones hay crecimiento lineal de h(€y); ver Ejercicio 1.13.

La cantidad

1

L hiew)

T = i

es llamada la entropia de la transformacion T con respecto a la particion &. Este limite siempre existe y es
igual a finf y>1 (N +1)71h(Exn), porque la sucesién (N +1)71h(€x) decrece mondtonamente con N (omitimos
la demostracién de esto que es la parte méds complicada de la definicién de entropia). En particular, para
cada N tenemos h(T,&) < (N + 1) th(én) < h(€).

El valor de h(T, &) admite la siguiente interpretacién en términos de teoria de la informacién. Queremos
codificar la informacién acerca del estado del sistema (X, T, u) en cada iteracién futura j usando la particién
¢. El itinerario {4, 41, . . ., iy} definido arriba para un punto dado, x, codifica un 4tomo de la particién £y que
contiene a x. Como h({y) es la cantidad (esperada) de informacién que se tiene por conocer el itinerario del
punto x durante las primeras N + 1 iteraciones, el valor h(&y)/(N + 1) es la velocidad media de transmisién
de datos que se requiere para codificar la evolucién del sistema. Por tanto, h(T),€) es la velocidad asintética
de transmisién de datos cuando N — oco. Mas especificamente, la cantidad de bits transmitidos por unidad
de tiempo es h(T, )/ log2. Si esta cantidad es positiva, el sistema es suficientemente complejo de modo que
la descripcién de su evolucién durante el tiempo N requiere una cantidad de memoria de computadora que
debe crecer linealmente con N. Ninguna cantidad finita de informacion sobre el sistema puede describir su
evolucién en todo el futuro. Practicamente, esto significa que el futuro no puede ser predecido, o sea que el
sistema es deterministico pero impredecible.

4Hay otras medidas de la complejidad, algunas introducidas por el mismo Kolmogorov

14



Como se sigue de las estimaciones anteriores, h(T,&) < h(£), o sea que h(T, &) es siempre finita, pero
puede no ser acotada como funcién de &. La cantidad

hu(T) = sup{h(T,§) : £ cualquier particion medible de X'}

es llamada la entropia de teoria de la medida (measure-theoretic entropy). Esta es la entropia de Kolmogorov-
Sinai.

Enfatizamos el significado de la entropia. Por la férmula (1.4.2), la entropia h(7T, £) mide la tasa exponen-
cial de crecimiento del niimero de elementos esenciales en la particién £x cuando N — oo (esos elementos
que hacen una contribucién esencial a la cantidad h(€y)). Uno puede pensar entonces a h(T") como la tasa
de crecimiento exponencial de la complejidad de TV cuando N — oc.

Existe un teorema de Kolmogorov y Sinai, muy tutil practicamente, que simplifica los cédlculos de la en-
tropfa. Necesitamos algunas definiciones. Si {P,, },>1 es una sucesién de particiones, denotamos por \/, - Py
al menor o-4lgebra que contiene a todos los d4tomos de todas esas particiones. En otras palabras, es el o-dlge-
bra generado por (J,,~; Pn. Si T es una transformacion medible en el espacio de medida (X, A, 1), decimos
que P es una particion generadora si satisface una de las siguientes condiciones:

i) ViooT77P = A (mod 0), o
i) Vi<, T—IP # A, pero T es invertible con inversa medible y Vi o T-iP=A

Entonces el Teorema de Kolmogorov-Sinai establece que si P es una particién generadora con h(P) < oo,
entonces

h,(T) = h(T, P).

EJERcIcIO 1.10. Probar que la unica funcién ¢ : [0,1] — [0,+00) que satisface (a)-(d) al comienzo de esta Seccién es i(p) =
—klog p, con una constante k > 0. Observar que la condicién (d) significa i(pq) = i(p) +i(q) para todo 0 < p, ¢ < 1. Sugerencia:
Cambie la variable x = — logp, entonces la funcién f(z) = i(e™*) es creciente y satisface f(0) =0y f(z +y) = f(z) + f(y)
para todo z,y > 0. Denote f(1) = a y muestre que f(m/n) = am/n para todo m,n € IN. Entonces use la monotonia de f para
probar que f(z) = ax para todo z > 0.

EJeERrcicio 1.11. Mostrar que h(p1,...,pn) < logn y la igualdad se satisface si y sélo si p1 = --- = pp, = 1/n. Sugerencia:
observe que la funcién g(z) = —zlogz — (a — x)log(a — x), con a > 0 dado, toma su maximo en x = a/2.

EJercicio 1.12. Sea T : S — S' una rotacién del circulo S con dngulo fijo @ > 0. Mostrar que h(T, &) = 0 para toda particién
finita de S en arcos. Sugerencia: Sea n el nimero de arcos. Verifique que £y es una particién de ST en no més de n(N + 1)
arcos.

Esercicio 1.13. Considere el shift de Bernoulli B, (p1,...,pm) y una particién £ en conjuntos A; = {0 € B(m):0(0) = i}, para
1 <4 < m. Mostrar que

h(o,€) = h(p1,...,pm) = —p1logp1 — - — pm logpm
Sugerencia: Verique por induccién que h(§y) = Nh(p1,-..,pm) para todo N > 1.
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Capitulo 1I

Ergodicidad

I1.1. Teorema Ergdédico de Birkhoff-Khinchin

El Teorema de Birkhoff-Khinchin se refiere a la distribucién de las 6rbitas de una transformaciéon T que
preserva medida en un espacio de probabilidad (X, O, u). Para estudiar cémo una érbita {z,T(z), T?(z),...}
se distribuye asintdticamente en X introducimos el tiempo de estadia de x en un conjunto A € O por

7(x,A) = lim 1 #{0<m < n|T™(z) € A}.

n—oo n

Obsérvese que el tiempo de estadia es el limite del promedio de las estadias en A de 7™ (z) hasta el iterado
(n — 1)-ésimo. El Teorema de Birkhoff establece que ese limite existe para casi todo z, que 7(z,A) es una
funcién integrable de x cuya integral es [y 7(z, A) du(x) = p(A). Mas atn, puede verificarse facilmente
que, como funcién de =z, 7 es T-invariante, o sea 7(z, A) = 7(T(x), A) c.t.x € X. Esto motiva la
siguiente definicion: decimos que T es ergddica si toda funcion T-invariante es constante c.t.p. Entonces
7 debe ser constante y su integral es igual a su valor c.t.p., y para c.t. = tenemos: 7(x,A) = u(A) .
Esta es una conclusién muy importante y coloca el problema de desarrollar métodos para decidir cuando
una transformacion T is ergddica. La Ergodicidad es una propiedad muy fuerte y muchas transformaciones
importantes, como las que provienen de la Mecdnica Hamiltoniana, frecuentemente no son ergédicas. Por
otro lado, como veremos en este Capitulo, hay muchas clases de transformaciones ergédicas. Mas atn, cuando
X es un espacio métrico compactoy T : X — X es continua, siempre existe una probabilidad T-invariante
sobre el o—algebra de Borel de X. respecto del cual T es ergddica. Estas probabilidades respecto de las
que T es ergddica son muy importantes en el andlisis de la dindmica de T.

Un ejemplo interesante de transformacién ergédica es T : [0,1] — [0,1] dada por T'(x) = 10z — [10z]
(a veces representada por {10z}, donde {-} indica la parte fraccionaria de un ntimero). Esta transformacién
preserva la probabilidad de Lebesgue A en [0,1] y es ergédica (por una prueba vea Ch. III.1. en [Mn83]). Una
consecuencia directa de su ergodicidad es el siguiente importante resultado de teoria de ntimeros. Escriba
x € [0,1] en representacién decimal x = 0O.agajaz... y sea Np(z,j) el nimero de veces que el digito
0 < j <9 aparece en la cuerda [ag...a,—1]. Entonces para c.t. = € [0, 1]

1 1
lim -~ No(.) = 75

n—oo N 1

Esto es una consecuencia de la ergodicidad de T' porque a,, =j siy sélosi T™(z) € [j/10, (j + 1)/10).
Entonces, para c.t. x:

lim_ %Nn(x,j) — 7, [j/10,(j +1)/10))
A([5/10, (j + 1)/10)) = 1/10.
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M34s sutil es una propiedad similar de fracciones continuas. Cada nimero irracional x € (0,1) puede ser
reescrito de manera tnica como una fraccién continua

1
xTr =
ao + T 1 1
a + ———71
as + —
donde ag,ay,... son enteros positivos. Sea P, (x,k) el ntimero de veces que k aparece entre los nimeros
ag,-.-,an_1. Entonces, para c.t. = € (0,1)
Ii 1P( k) L 1 1+ 1 (I1.1.1)
im —P,(x,k) = ——1o — . 1.
b0 11 log2 ® k(k+2)

La prueba de esta propiedad requiere primero transformar P, (x,k) en un tiempo de estadia. Esto se hace
con la ayuda de la transformacion de Gauss T : [0,1] — [0,1] y la medida p en [0, 1], estudiadas por Gauss

en 1799 y definidas por
L1 si z#0 1 dx
T(x)=4¢ = z . A) = —
(@) { 0 si x=0 "~ Hi4) logQ/Alan

para todo conjunto de Borel A. La probabilidad p es T-invariante. Mds ain, se puede probar que
T es ergbdica con respecto a la probabilidad p. De hecho ella pertenece a un clase bien estudiada de
transformaciones del intervalo llamadas transformaciones de Markov. [Mn83], II1.1. Ver Ejercicio II.1.

Dada una transformaciéon T que preserva medida en el espacio de probabilidad (X, O, u) decimos que
una funcién f: X — R es invariante (o T-invariante) si f(T'(z)) = f(z) para c.t. = € X.

Teorema II1.1.1 (Birkhoff-Khinchin). Sea (X,0,u) un espacio de probabilidad y T : X — X wuna
transformacion que preserva medida. Si f: X — R es una funcion integrable, el limite

n—1

f(x) = lfm_ % > (T () (I1.1.2)
j=0

existe para casi todo x € X, y la funcién f es T-invariante, integrable, ||f||1 < ||f]|1,

n—1
_ 1 .
/fd,u:/fdu, y h’m/ f==> foTi|ldu=0.
X X N X gy
Ademds, si f € LP(X,0,u) para algin 1 < p < oo, entonces f € LP(X,0,p), y

n—1
1 )
iim (f— =Y foT’|| =0.
n—oo n
Jj=0

p

Pruebas de este importante teorema se pueden encontrar en [CFS82], [Mn83]. La funcién f es llamada
la media temporal de f. Los tiempos de estadia son medias temporales de funciones caracteristicas porque

n—1

#HO<j<n:Tiz)e A} =Y xall¥(z)),
=0

por lo que
n—1
1 ,
oy L y _ -
7(z,4) = lim ~ E xa(T’(z)) = xa(z)
j=0
Entonces

[t vaute) = [adn= [cadu = uta)
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Corolario I1.1.2. Si T es invertible y f € LY(X,0, ), entonces f(z) = f~(x) para c.t.x € X, donde

n—1

f(x) = nh—{gong (T~ (x)).

. 1 j
Entonces f(x )—nh_)ngC 1 Z f(T(x)).

Demostracién. Si f, — f en L', la desigualdad

1= fldu= [ 152 =517 dn = [V, Flan

muestra que fn — f in £', y lo mismo es cierto para f; y f ~. Sobre un espacio de probabilidad X,
las funciones de cuadrado integrable f € £2(X) son densas en L£!(X) (en realidad, cualquier funcién en
L' puede ser aproximada por funciones simples). Por lo tanto, es suficiente probar el Corolario para f € £2.

Sea F C L* el subespacio de las funciones T-invariantes. Es un subespacio cerrado £?. Si 7 : L? — F
es la proyeccion ortogonal, la igualdad f f seguird de nwf = f para todo f € L2, puesto que F
es también el espacio de las funciones 7~ !-invariantes (tales que go T~! = g c.t.p.). Pero, para cualquier
geF

/(f—f)gdu: /(fg—fg)“ dp = /(fg)N du—/(fg)“ =0

porque (fg)~ = fg = (fg)~, como consecuencia de que f y g son T-invariantes. O

OBSERVACION I1.1.3. Sea T* un grupo continuo de automorfismos sobre un espacio de probabilidad (X, O, u) .
Esto significa que t € R, T' es invertible, T° = Id, T'"(x) = T*(T*(z)), v u(T*(A)) = u(A) para todo
t,s€R, v € X, A€ O. Decimos que T es un flujo (medible) si para toda funcién medible g: X — R, goT" es
medible en X x IR.

La correspondiente versién del Teorema de Birkhoff-Khinchin para flujos expresa que para cada f €

LY(X,0,p)

flo) = Jim 5 / T (w)) ds =
1 t t
= Jim g [ ST @) ds = Jim o [ F(T(@) ds

donde los limites existen para casi todo = € X, y fe LY(X,0,pu) con [ fdu = [ fdp.
Corolario I1.1.4. Para cada A,B € O existe el limite

n—1

1 )
lim — T77(A) N B).
nglgon;:ou( (A)NB)

Demostracion. Tenemos
uw(T~"(A)NB) = /X XT-n(A)XB dpt = /X(XA oT")xp du
Como ya € L?(X), podemos aplicar el Teorema de Birkhoff-Khinchin para concluir que la sucesién
L "il xa 0T’
n =
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converge en L2. Entonces

n—1 n—1
1 . 1 .
= T J(A)HB)Z/ =Y xaoT’ | xpdp
n X n <
7=0 7=0
también converge. O

EJercicio I1.1. En relacién con la férmula I1.1.1:
i) Mostrar que la probabilidad de Lebesgue no es T-invariante.
ii) Probar que la medida de Gauss es invariante. Sugerencia: p(A) = u(T~1(A)) cuando A es un intervalo; luego use el hecho
de que la uniones finitas de intervalos forman un subdlgebra que genera el o—a&lgebra de Borel.
iii) Probar que
1 1
an =k << T (x)e | ——,—|.
" (@) (k +1 k}
Sugerencia: Observe que
1 1 1
Tx)y=--|-|=—y T"ae)= ——F—
1 1

an + T
an4+1 + —

por lo que an, = [1/T"(z)].

iv) Admitiendo que T es ergédica respecto a la probabilidad p y observando que limy— oo % Po(z, k) =7 (z,(1/(k+1),1/K]),
deducir (II.1.1). Desde que la medida p es equivalente a la de Lebesgue, concluimos que la propiedad anterior se verifica para
c.t. & con respecto a la medida de Lebesgue.

EJercicio I1.2. Admita que el limite I1.1.2 existe.
i) De

_ 1zl )

@) < dim =3 AT (@)

—oom
Jj=0

y la invariancia de p por T7, deduzca, aplicando el Lema de Fatou (Teorema A.3.1) que |f| es integrable y que ||fll1 < [I£]l1.
ii) Probar que f es T-invariante.

EJERCICIO IL.3. Sea (X,O,u) un espacio de probabilidad, T': X — X una transformacién que preserva medida y {Fn},>0
una sucesién dominada de funciones en L£1(X, O, u) que converge casi todo punto en F € £Y(X,0, ). Probar que

1 n—1 ) -
lim — %" Fj(T9(x)) = F(x) c.t.p.
iz

EJERcICIO I1.4. Sean (X,O,u) un espacio de probabilidad y T : X — X una transformacién que preserva medida.

(a) Probar que para todo A € O con medida positiva existe un conjunto Ap € O contenido en A, de medida positiva
tal que para cada = € Ag, tenemos 7(z, A) > p(A). Sugerencia: Poner A; := {z : 7(x,A) > p(A)}, y probar que
M(Al) >0y A= Unonin(Al N A)

(b) Probar que 7(x, A) >0 para casi todo z € A.
(c) Sea X un espacio métrico separable y O el o—algebra de Borel con una probabilidad T-invariante. Probar que para
casi todo z € X tenemos 7y (z) > 0 para cada entorno U de z.
EJErcicio I1.5. Sea (X,O,u) un espacio de probabilidad y T : X — X una transformacién que preserva medida.
(a) Probar quesi C': X — (0,400) es medible, entonces liminf, . % C(T™(x)) =0 c.t.p. Sugerencia: Si esa propiedad
no se cumple, existe A€ O, K; >0 y Kz >0 tal que

1
liminf — C(T"(z)) > K1, C(z) < K2 paratodo z € A

n—oo n

y w(A) > 0. Use el Teorema de Recurrencia de Poincaré (Teorema 1.2.1) para obtener una contradiccién entre esas dos
desigualdades.

(b) Probar que si C': X — (0,400) es medibley CoT — C es integrable, entonces
1
lim —C(T™(z)) =0 c.t.p.

Sugerencia: Escriba

y aplique el Teorema de Birkhoff-Khinchin.
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I1.2. Ergodicidad

Considere una transformacién que preserva medida 7T de un espacio de probabilidad

Recuerde que un conjunto A € O es T-invariante si T71(A) = A.

Definicién 3. T es ergddica si cada conjunto T-invariante tiene medida 0 or 1.

(X,0,p).

Los shifts de Bernoulli y ciertas traslaciones y tranformaciones lineales en el toro son ergddicas. Ver

Secciones 1.1 para las definiciones y A.4 para las demostraciones

Proposicion 11.2.1. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1) T es ergddica;

(1)
(2) Si fe€ LYX) esT-invariante, entonces f es constante casi todo punto;
(3)
(4)

3) Si feLP(X) esT-invariante, entonces [ is constante casi todo punto;
4) Para cada A,B € O tenemos
1 n—1
lin S (T (A) N B) = (A)u(B)
m=0

(5) Para cada f € LX) tenemos f(x)= Jx fdp casi todo punto.

Demostracion. (3) = (1). Si A € O es T-invariante, su funcién caracteristica x4 es T-invariante y

pertenece a LP(X). Entonces x4 es constante casi todo punto, esto es u(A) =0 6 1.

(1) = (2). Si f e L£LY(X) es T-invariante, el conjunto A, := {x : f(z) < ¢} es invariante para cada
c. Como T es ergddica, esto significa que p(A.) =0 6 1 para cada c. dejamos al lector mostrar que esto

implica que f es constante casi todo punto.

(2) = (5) . Como f pertenece a L(X) y es T-invariante, debe ser una constante. De [ fdu = [y fdu

se deduce (5).
(5) = (4). Por el Teorema de Birkhoff-Khinchin,

n—1

1 : _

Jm > xa(T(x)) :XA:/XXAd,U:M(A)
m=0

casi todo punto. Por el Teorema de Convergencia Dominada A.3.3,

n—1

1 4
p(A(B) = [ (Jim =3 a(T @) do =
=0
1 n—1 1 n—1
= lim — T (2 dp = lim — T9(A)NB
nwn/x;)“( @oda= Jin 3 uT (AN B)

(4) = (1). Si A es T-invariante, aplicamos (4) a los conjuntos A y A°. Entonces

n—1
p(A)u(A%) = 1im " p(T~7(A) N A7) =0
=0

por lo que p(A)=0 6 1.

O

De hecho, la condicién (5) sélo necesita satisfacerse en un conjunto denso de £!(X) para implicar las

otras cuatro:
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Proposicién I1.2.2. Si existe un conjunto denso F C LY(X) tal que f(x) = Jx fdp ct.p.  para cada
f € F, entoncesT es ergodica.

Demostracion. Como la sucesion )
1« :
~> fol
§=0
converge a f en L1(X), es suficiente verificar que para cada f € L1(X)

n—1

1 )
lfim —ZfoTJ—/fdu =0
n— oo nj:O X

1

Tome ¢ >0, yelija g€ F tal que |lg— f|l1 <e&/3. Sea ng tal que n > ngy implica

n—1

1 .

) goTj*/Qdu <¢e/3
nj:O b'e

1

Entonces, para todo n > ng,

1nfl 1 n—1 n
EOIELLEY W IEEY D SFEELED SURLE
=0 x "1l5=0

1 j=0 1

n—1

1 ,
+ *ZQOT]—/gdu +‘/ gdu—/fdu‘~
"0 X ) X X

IfoT —goTi=(f — ) o T/l = If — glh

y ‘/ngM/deu'Sllgflll,

Como

se concluye que

n—1
1 _
—> foT’ 7/ faup| <llg—fli+e/3+1lg—fli<e
n< X
Jj=0 1
La Proposicion estd probada. O

Otra caracterizacién de la ergodicidad puede darse en términos del tiempo de estadia 7(x,A) de la
trayectoria de un punto z en el conjunto A, que existe por el Teorema de Birkhoff-Khinchin.

Proposicién I1.2.3. T es ergddica si y sélo si 7(x, A) = u(A) para casi todo v € X y todo A € O.

Demostracion. Si T is ergdédica entonces

7, A) = Xax) = /X xadp=p(4)  ctp.

Inversamente, sea A € O un conjunto T-invariante. Si u(A4) > 0, como 7(x,A) =1 para x € A, se
deduce que p(A4)=1. O

El siguiente “teorema de unicidad”se satisface para transformaciones ergédicas:

Proposicién 11.2.4. Si T es ergddica con respecto a py p1: O — [0,1] es otra probabilidad T-invariante,
las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) pn = p;
(b) p1 < g5
(¢) No existe conjunto T-invariante A € O tal que pu(A) =0 y pi(A) #0.

Demostracion. (b) = (a). Si p1 < p y ambas, p1 y p, son invariantes, la derivada de Radon-Nikodym
dpy /dp es una funcién invariante. Como T es ergddica, duy/du es constante c.t.p. y, por tanto p; = p.
(¢) = (b). Suponga que (b) no se cumple y tome Ay € O tal que p(4g) =0 y wpi(Ag) # 0. El
conjunto A := UpezT™(Ap) contradice (c).
(a) = (c). Trivial. O

Si X esun conjuntoy O esun o—algebraen X, el conjunto de todas las medidas con signo sobre O
tiene una estructura de espacio vectorial trivial. Si 7' : X — X es una transformacién medible, el conjunto
myp(X,0) de las probabilidades T-invariantes sobre O es un conjunto convexo de ese espacio vectorial.
La siguiente proposicién caracteriza a las transformaciones ergddicas con respecto a T. Observar que la
expresion: “u is ergédica con respecto a T” significa que p € mp(X,0) y T esuna transformacién ergddica
de (X,0,u). Obsérvese también que esta proposicién implica que si existe una tinica medida invariante para
una transformacién medible en un espacio de probabilidad, entonces la transformaciéon es ergddica. Por ello
es que si hay una tnica medida invariante la transformacién es también tinicamente ergddica.

Proposicién I1.2.5. La medida p € mp(X,0) es ergddica si y sélo si p es un punto extremal' of
mT(X, O)

Demostracion. Suponga que p € mp(X,0) es ergédicay pu = Aug + (1 — Nug para algunas pq, g €

mp(X,0) v 0< X< 1. Tenemos p; < p puesto que A # 0, entonces la Proposicién I1.2.4 implica que
@1 = p. Similarmente, tenemos po = p, lo cual muestra que p; = po, por lo que p es extremal.

Ahora, si p € myp(X,0) no es ergddica, existe un conjunto T-invariante Ay € O satisfaciendo

0 < u(Ap) < 1. Definimos medidas u; € mp(X,0), i = 1,2, por

1 1

p(A) = ———=p(ANAy) v p(d)=—1x

1(Ao) 1(Af)

para todo A € O. Entonces podemos escribir  p = p(Ao) p1 + u(A§) g2 lo cual muestra que g no es

extremal. O

H(AN A5)

EJercicio I1.6. Sean X un conjunto, O un o—algebra sobre X y T : X — X una transformacién medible. Si
ui € mp(X,0), i = 1,...,n son medidas ergddicas y p; & p; para i # j, probar que existen conjuntos disjuntos
A;€0,i=1,...,n, talesque Ul ;A; =X y p;(A;) = dy5.
EJERCICIO I1.7. Sean T una transformacién continua de un espacio métrico compacto X y p € mp(X) una medida ergédica.
(a) Probar que existe un conjunto de medida total A C X tal que para cada = € A tenemos:
1
Jm 3 (1) = /X fdp
j=0

para toda funcién continua f: X — C.
(b) Probar que para casi todo « € X tenemos 7(x, A) = u(A) para todo A € O tal que p(0A) =0.
(c) Probar que para casi todo a € X existe un conjunto numerable S C (0,400), tal que para r ¢ S tenemos

7(a, Br(a)) = p(Br(a))

EJERrcIcIO I1.8. Seam (X, O, u) un espacio de probabilidad y 7 : X — X una transformacién que preserva medida. Probar
que si f € £L2(X) satisface

oo 2 1 n—1 )
ngo (UL ) — (/X fdu) < 400 entonces nh;moo - jgo f(T7(x)) = /X fdu

para casi todo x € X. Sugerencia: Use la desigualdad de Chebyshev:
a*(f)
22

p(Se) <
donde 2(f) = (f,f) — ([ fdu)?> v Se ={z € X : |f(z)— [ fdu| > e}.

1Un punto extremal z de un conjunto convexo C es uno que no puede ser presentado como x = Ay + (1 — \)z donde
y,z € C' son puntos distinos y 0 < X\ < 1.
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I1.3. Jerarquia Ergdédica

En la Seccién A.1 probamos que una transformaciéon T' que preserva medida de un espacio de probabilidad
(X,0, 1) esergddica si y sélo si para cada A, B € O

m—1

lim — 3 u(T9(A) N B) = p(A)u(B)

7=0
En este caso, si el limite de u(7T77(A) N B) cuando j — oo existe, su valor debe ser igual a u(A)u(B).

Definicién 4. Un endomorfismo T que preserva medida de un espacio de probabilidad (X,0,u) se
denomina mixing (mezcladora?) si para cualquier par A, B € O
Jim p(T™"(A) N B) = p(A)p(B).

Una descripcién grafica del clésico libro de Arnold y Avez [AA67] explica cdmo actiia una transformacion
mixing. Suponga que una cocktelera M, u(M) =1 es llenada con 85 % de pisco y 15% de jugo de limén.
Sea A la parte de la cocktelera originalmene ocupada por el jugo y B cualquier parte del recipiente. Sea
T: M — M la transformacién que consiste en cada movimiento abrupto de la cocktelera al actuar el barman
(quien estd sacudiendo reiteradamente el recipiente). Entonces, después de n sacudidas la fraccién de jugo
en la parte B serd u(T™(A)N B)/u(B). Mientras el barman siga sacudiendo (n — o0), la fraccii de
jugo en cualquier parte B se aproxima a u(A) = 15%, o sea que el jugo de limén se habrd distribuido
uniformemente en la mezcla.

Observamos que la definicién que hemos dado para una transformacién mixing map es buena tanto para
el caso invertible como para el no noninvertible (endomorfismos).

Proposicion 11.3.1. Toda transformacion mizing es ergodica.

Demostracion. Sea A cualquier conjunto medible T-invariante, entonces T - "(A) = A y pu(ANB) =
1My, oo p(T™"(A) N B) = u(A)u(B). En particular, para A = B tenemos u(A) = p?(A). Esto significa
u(A) =0 6 1; por tanto T es ergddica. O

Observamos que no todas las transformaciones ergédicas son mixing; ver Ejercicio I1.9. Por tanto, mixing
es una propiedad mads fuerte que la ergodicidad.

Definicién 5. Si X es un espacio topoldgico, una transformacion T : X — X es topoldgicamente mixing
si para cualquier par de conjuntos abiertos U,V C X existe N € IN tal que T-™(U)NV # 0 para todo
n > N.

Proposicion 11.3.2. Si X es un espacio topologico, O es el o-dlgebra de Borel y p una medida de
probabilidad positiva sobre abiertos, entonces, si T : X — X s mizing, también es topoldgicamente mixing.

Demostracion. Como para cualquier par de abiertos U,V tenemos lim,, o, u(T~™(U)NV) = w(U)u(V) #
0 resulta que, para todo n > N, p(T~™(U)NV) #0, por loque T-"(U)NV # 0. O

Definicién 6. Una transformacion invertible T  que preserva medida en un espacio de probabilidad
(X,0, ) es K-mixing o de Kolmogorov si existe una sub-o-dlgebra Oy C O tal que

1) Oy C TOy,

2) oo T"Og = O (mod 0)* y

3) N2 T~ "0y =N ={X,0} (mod 0).

Definicién 7. Un automorfismo T que preserva medida de un espacio de probabilidad (X,0O,u) es
Bernoulli (o satisface la propiedad Bernoulli) si es equivalente a un shift de Bernoulli. Ver Ejamplo 3 en
la Seccion 1.1 y Seccion 1.8 (el shift puede estar definido sobre un espacio de probabilidad, sin estructura
topoldgica —ver llamada ol pie de pdgina en el Ejemplo 3 de la Seccidn 1.1).

2Usaremos la expresién en inglés aunque no haya sido la norma en estas notas.
3Si Ay, es una familia de subconjuntos de X, entonces \/,, An es el o-algebra generado por Up Ay,
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Se puede probar que todo automorfismo K-mixing es mixing, pero no vice versa. Todos estos resultados
son discutidos en el libro por Mané [Mn83], Sections I1.8 and II.11. Se prueba que hay una llamada jerarquia
ergodica:

Bernoulli = (K — mixing) = Mixing = Ergodica (I1.3.1)

Cada propiedad en esa lista esta referida a transformaciones que preservan medidas de un espacio de prob-
abilidad (X, 0, u) . Cada una de ellas implica la siguiente, la cual, por tanto, es més debil que la anterior.

Notamos que todas las implicaciones en (II.3.1) son en un sentido solamente; ninguna de ellas puede
ser dirigida en el sentido opuesto. Esto significa que la ergodicidad no implica mixing (como fue observado
arriba), mixing no implica K-mixing, etc.: existen ejemplos de la falsedad de cada implicacién inversa.

Por tanto la propiedad Bernoulli es el mas alto grado de caos en términos de la teoria ergddica, e implica
todas las otras. Ademas, todas las transformaciones Bernoulli con la misma entropia son equivalentes desde
el punto de vista de la teoria de la medida.

EJercIcIO I1.9. Sea M la probabilidad de Lebesgue sobre el circulo unitario S'. Probar:

(a) Las rotaciones irracionales de S* son ergédicas.

(b) Las rotaciones de S' nunca son mixing. Sugerencia: Sea, por ejemplo R, la rotacién de S! de dngulo 0 < w < 1/2.
Tome dos arcos A, B de longitud mw. Observe que si R, AN B # (), entonces R;"'ANnB=0.

I1.4. Propiedades Estadisticas de Sistemas Dinamicos

Para aquellos falmiliarizados ocn la Teoria de Probabilidad presentamos aqui una discusién adicional
que introduce algunos conceptos relacionados con la velocidad de mezclado y de acercamiento de las medias
de Birkhoff a su limite. Lamentablemente no desarrollaremos las técnicas que permiten estudiar estos con-
ceptos en ejemplos concretos. pero la buena comprensién de estos conceptos permitird entender las grandes
motivaciones de toda esta teoria. Y los senderos de su desarrollo actual.

En el lenguaje de la teoria de probabilidad, un shift de Bernoulli representa una sucesion de variables
aleatorias independientes. Esto se deduce de inmediato de la férmula producto (I.1.1) en el Capitulo I. Por
esta razén la propiedad Bernoulli es vista como una propiedad estadistica de un sistema dindmico. Establece
una equivalencia entre un sistema dinamico y una sucesion puramente aleatoria de sucesos independientes:
un modelo canoénico de la teoria de probabilidad.

Esta es una observaciéon muy interesante e importante. Un sistema dinamico T : X — X es, por nat-
uraleza, completamente deterministico. Esto significa que si se tiene un punto x € X, su futuro {T"z},
n > 1, estd univocamente determinado y puede ser calculado con precisiéon. Cuando la transformacion T' es
invertible, el pasado {T"x}, n < —1, estd también determinado y es computable. Uno puede mirar esto de la
siguiente manera: conociendo el estado actual de un sistema dindmico (dado por z € X), puede determinarse
su futuro y, frecuentemente, su pasado. Este es el significado preciso que damos a la palabra “deterministico”.

Por otro lado, en una sucesién de sucesos independientes el resultado de cualquier ensayo no da ninguna
pista de cuales serén (o fueron) los resultados de otros ensayos. Asi, el conocimiento del estado actual no
nos dice nada sobre el futuro o el pasado, el resultado de cualquier ensayo serd completamente aleatorio e
impredecible*. ;Una paradoja? En algiin sentido, lo es, y existen discusiones relevantes en fisica en que la
teoria de sistemas dinamicos tiene la mayor parte de sus aplicaciones. No desarrollamos estos aspectos aqui .
Ver, por ejemplo, [Lb99a, Lb99b].

Sin embargo haremos algunos otros comentarios. Mientras que la propiedad Bernoulli es una mani-
festacion de aleatoriedad o caos absoluto, extranamente, tiene poca relevancia en las aplicaciones fisicas
directas.;Porqué? Porque la equivalencia entre un sistema dindmico y un shift de Bernoulli es, normalmente,
dada por una transformaciéon meramente medible con una estrucutura muy complicada, no suave (diferen-
ciable) ni atin continua. En fisica, por otro lado, las leyes de los movimientos son normalmente especificadas
por ecuaciones diferenciales (como las ecuaciones de Newton o Hamiltonianas), y todas las funciones intere-
santes (como la temperatura, la energfa, la presién) son también suaves. Por tanto, sélo las propiedades de
los sistemas dinamicos expresadas por transformaciones y funciones suaves son relevantes en fisica.

4Observamos que, a pesar de este hecho, el comportamiento a largo plazo de los sucesos independientes puede ser bastante
bien descrito por las leyes de la teoria de probabilidad.
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Por estas razones, suponiendo que X es una variedad, T': X — X una transformacién suave que preserva
una probabilidad gy f : X — IR una funcién suave, uno puede caracterizar al sistema de una manera
significativa fisicamente como sigue.Considere

S,=f+foT+foT?>+-- -+ foT™ ! (I1.4.1)

Los cocientes S, /n son llamados media temporal de la funcién f. Adoptando la notacién fisica, denotamos
por (-) al valor esperado de la funcién con respecto a p, o sea (f) = [ fdpu. La integral (f) es también
llamada media espacial de f.

Ahora, el Teorema FErgddico de Birkhoff establece que si T es ergddica, entonces S, /n converge casi
todo punto a (f) as n — co. En lenguaje fisico, esto significa que las medias temporales convergen a
las medias espaciales. En teoria de probabilidad, este resultado es llamado la ley fuerte de los grandes
numeros.

Una importante caracteristica de los sistemas dindmicos es la funcion de correlacion temporal

Cr(n) = (f- (FoT™) — () (114.2)

Si la transformacién 7' es mixing, uno puede mostrar que C¢(n) — 0 cuando n — oo (Ver Ejercicio I1.10), o
sea, como dicen los fisicos, la correlacion decae. La velocidad asintética de convergencia C'y(n) — 0 caracteriza
la “velocidad de mezclado” del sistema. Ver [Vi97, Ba00, CY00]

Por otro lado, decimos que f satisface el teorema del limite central si

lim p {a:: (@) = nif) < Z} _ /Z 6_% ds (I1.4.3)

n—00 Vn 210 J oo

para toda —oo < z < 0o. Aqui 0 = o > 0 es una constante relacionada con la funcién de correlacién:

07 =Cs(0) +2 i C(n). (I11.4.4)
n=1

La ecuacién (I1.4.3) es equivalente a la convergencia en distribucién de (S,, —n(f))/+/n a la variable aleatoria
normal N (0, 0;). Destacamos que el teorema del limite central es considerablemente més refinado que el Teo-
rema Ergddico de Birkhoff-Khincin; nos dice que la distribucion de las desviaciones de las medias temporales
Sy /n respecto de su valor limite (f), cuando son “escaladas”por 1/4/n, es asintéticamente Gaussiana. Este
resultado no exige ergodicidad, y se refiere a la manera como las medias de Birkhoff tienden a su limite, en
las condiciones que comentamos a continuacién.

Es claro de (IL.4.4) que el teorema del limite central sélo es vélido si ) |Cy(n)| < oo. En realidad,
la prueba de este teorema requiere una convergencia ain maés rdpida de Cy(n) a cero. Por estas (y otras)
razones la velocidad de esta convergencia es vista como una importante caracteristica estadistica del sistema.
Dos tipos principales de convergencia son: la exponencial, cuando |Cy(n)| < const - e~*", a > 0, y la
polinomial, cuando |C(n)| < const - n~=" b > 0. Los sistemas con decaimiento exponencial son los “mas
cadticos”, poseen muchas caracteristicas necesarias para las aplicaciones en fisica estadistica. Los sistemas
con decaimiento polinomial son vistos como como de compartamiento intermedio (“intermitente”) entre
“regular” y “cadtico”, y esas caracteristicas son muy sensibles al valor exacto de la potencia b > 0 y otros
factores que pueden limitar sus aplicaciones en fisica estadistica.

Es también interesante observar que si uno disminuye los requerimientos de suavidad de la funcién f
en (I1.4.2), uno pierde totalmente el control sobre el decaimiento de correlaciénes. En todos los sistemas
dindmicos mixing conocidos, la convergencia Cy(n) — 0 tiene velocidad arbitrariamente baja para funciones
integrables genéricas, y atin para funciones continuas genéricas (D. Volny, 1990). Ver, por ejemplo, [CY00].
Por lo tanto, la suavidad de f es esencial.

Por otra parte, muy sorprendentemente, para muchos sistemas dindmicos interesantes uno puede probar
el teorema del limite central, y obtener buenas estimaciones para el decaimiento de correlacién de funciones
suaves f. Esto abre las puertas a una interaccién cercana entre la teoria de sistemas dindmicos y la mecénica
estadistica, que es actualmente un area de investigacién muy activa.

26



EJercicio I1.10. Sea T : X — X wuna transformaciéon mixing que preserva una probabilidad p. Probar que para todas
fg€ L*(X)

[ s g an— [ f@du- [ @
b'e X X
Sugerencia: Primero considere funciones simples f, g, y después aproxime funciones L? por funciones simples.

Ejercicio I1.11. Bajo las condiciones del Teorema de Recurrencia de Poincaré, suponga que f : X — € es una funcién medible
tal que f(z) # 0 c.t.p. Mostrar que la sucesién Sy (z) definida por (IL.4.1) diverge c.t.p. Sugerencia: considere los conjuntos
Ap ={z € X:|f(z)| > 1/n}.
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Capitulo 111

Exponentes de Liapunov. Teoria de
Pesin

III.1. Exponentes de Liapunov

Sea p un punto fijo de un difeomorfismo f: A — A, A C R?% Queremos estudiar el comportamiento
de f™ (n € ZZ) en un entorno de p. Como primera aproximacién a f consideramos su parte lineal, o sea
su derivada f} : R? — RY.

Sean «1,q9,...,Qp, Qpi1,Qryq, ..., 0, &g todas las raices distintas del polinomio caracteristico de fz/r
En esa sucesién denominamos ay,...,q, todas las raices reales y por oy, &;, r+1 < j < s, todos los pares
conjugados de raices complejas. Sean también mm;, 1 < j < s, las respectivas multiplicidades. El teorema
de Jordan (forma candnica real) establece que todas las raices (valores propios -eigenvalues- de f}’j) estan
asociados a subespacios propios generalizados f;—invariantes Ej7 1 < j < s, cuyas respectivas dimensiones
son 1, para 1 < j <ry 2m; for r < j < s (en el dltimo caso Ej estd asociado al par «j,a;). Més atn,
RY = @leEj- Observe que dado que f es un difeomorfismo, entonces det f; # 0, por lo que tenemos a; # 0
para todo j.

Si v; es un vector propio de E;, entonces (f")pvi = afv;, por lo que

log [|(f™)pvill = nlog|ai| + log [l

para todo n € Z. Esta relacién no es cierta para cualquier vector v; € E;, pero si es cierto que

1
lim  —log [|(f"); vill = log |o| (TI1.1.1)

n—too n

para todo 0 # v; € E;, ver Ejercicio IIL.1. Esto muestra que cuando |a;| > 1, el vector (f™);vi crece

exponencialmente cuando n — oo y disminuye exponencialmente cuando n — —oo. Si |a;] < 1, sucede lo
mismo, con las evoluciones temporales inversas. Si |«;| = 1, no hay crecimiento o decrecimiento exponencial,
pero podria haber crecimiento o contraccién mds lentos (por ejemplo, lineal en n) del vector (f");, v;.

La ecuacién (III1.1.1) sugiere estudiar no los autovalores «;, sino los logaritmos de sus mdédulos,

Ai = log [o|

que son llamados los exponentes de Liapunov de la transformacién f en el punto fijo p. Observamos que
algunos autovalores distintos a; # a; corresponden al mismo exponente de Liapunov si |a;| = |a;|. En este
caso cada vector no nulo de la suma directa de los correspondientes subespacios E; @Ej satisfacen (I11.1.1).
Entonces, tenemos una decomposicién de R? como suma directa de subespacios E; @ - - - @ Epp) tal que
si 0 #+v; € E;, entonces

1 .
dim = log (£, vill = Xi(p) (IIL.1.2)
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donde A;(p) es el exponente de Liapunov asociado a E;.

M4s atn, si se supone que no hay exponentes de Liapunov nulos em el punto fijo p (diremos que tal
punto es hiperbdlico), podemos sumar todos los subespacios con exponentes de Liapunov negativos y todos
los subespacios con exponentes de Liapunov positivos para obtener, respectivamente, subespacios E* y
EY, tales que
(E1) R = E* @ E*,

(E2) fi(E*)=E* y f)(E") = E"
(E3) existen A > 0y ng > 1 tales que para todo |n| > ng

1 1 .
ElogH(f”);vll <X vel® =1y Elogl\(fl);v\l >A velR" |v|=1

Esto significa que los vectores de E* son contraidos por las iteraciones hacia adelante (futuro) de fz’, y
expandidos por las iteraciones hacia atrds (pasado) de f;. Es al revés para los vectores de E*. Observamos
que podria suceder que E* = {0} o E* = {0}. Estaremos primariamente interesados en el estudio de los
puntos hiperbdlicos.

El Teorema de Grofman-Hartman asegura que en un punto fijo hiperbdlico el comportamiento de f
es similar al de su parte lineal. Precisamente, a los subespacios ( fl’))—invariantes E? E" les corresponden
subvariedades f-invariantes W*(p), W*(p) C A (diferenciablemente immersas en A) tales que
(W1) T,W*(p) = E* y T,W"(p) = E*,

(W2) existe un entorno U(p) C A tal que f(W?*(p) NU(p)) C W#(p) and f(WH*(p)NU(p)) C W*(p) y
(W3) se cumple

lim f"(y)=p yeW?p) y lim f"(y)=p yeW"(p).

n—oo n—o0

Se encuentran pruebas de este Teorema en [PM78, KH95]. La idea principal es representar f en un sistema
local de coordenadas de p, asociado con E® y E,y luego contruir W#(p) como el grafo de una funcién en
aquellas coordenadas con sucesivas iteraciones por f. El resultado para W" sale sustituyendo f por f~!.

El resultado de arriba fdcilmente se extiende a cualquier difeomorfismo f : A — A de un conjunto abierto
A C M de una variedad Riemanniana M, en lugar de A ¢ R?. Una estructura Riemanniana en M es
necesaria para que la norma || - || esté bien definida. Las pruebas son esencialmente las mismas que en el caso
de R?. De ahora en adelante supondremos que f estd definida en un subconjunto abierto de una variedad
Riemanniana.

Es necesario para nuestro estudio ulterior especificar la velocidad de convergencia en (W3). Denotamos
dist(-, -) a la distancia sobre la variedad Riemanniana M. Sea A > 0 tal que ningtin exponente de Liapunov
estd en el intervalo (—A, ). Entonces podemos especificar (W3) como
(W3) se cumple

dist(f"(y),p) < Ce ™", ye W(p) y dist(f "(y),p) < Ce ™", yeW"(p)

para todo n > 0 y alguna constante C' > 0.

Si p no es un punto fijo, pero periédico, con periodo k, todos los resultados se aplican a la transformacion
fFiA— A

Si p no es un punto periédico podemos ain definir los exponentes de Liapunov de una manera similar:

Definicién 8. Sea la transformacion f™ diferenciable en p € M para todo n € ZL. Suponga que el espacio
tangente T,M se descompone en suma directa de subespacios Eqy @ -+ @® Ep, () tales que

1 o
lim - log [|(f™), vill = Xi(p), para 0+#w; € E;. (I11.1.3)

Los valores A;(p) son llamados exponentes de Liapunov en p, siendo dim E;, sus respectivas multiplicidades.

Observamos que la existencia del limite (II1.1.3) no estd garantizado para ningtin punto p € A; volveremos
a este asunto en la préxima Seccion. Por ahora, diremos que p tiene todos los exponentes de Liapunov si los
limites de arriba existen.
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Si un punto p tiene todos sus exponentes de Liapunov y ninguno es cero, decimos que el punto p es un
punto hiperbdlico. Para un punto hiperbélico p € M, se cumple 7,M = E; & E,), donde

Todos los resultados de arriba se aplican a los puntos (no periddicos) hiperbélicos, incluyendo la existencia
de subvariedades invariantes W*(p) y W*(p), pero la propiedad (W3’) debe ser modificada correspondien-
temente:

(W3”) para algin C' > 0 y todo n > 0 se cumole:

dist(f"(y), f"(p)) < Ce™™™ yeW(p) y
dist(f~"(y), f " (p)) < Ce™ ™™y e W"(p).

Analicemos las propiedades anteriores con méas cuidado. Ellas significan que las 6rbitas para el futuro de
los puntos de W*(p) se estdn acercando entre ellas (convergen) con velocidad exponencial. Por esta razén
W#(p) es llamada la variedad estable. La denominacién proviene de las ecuaciones diferenciales, donde la con-
vergencia de soluciones es interpretada como estabilidad: se quiere destacar que érbitas que han comenzado
cercanas se mantienen cercanas: son estables en el sentido usual de la palabra. Las érbitas para el futuro de
puntos de W*(p) se van separando (divergen) con velocidad exponencial, y por esta razén W*(p) es llamada
la variedad instable. Observe, sin embargo, que las 6rbitas hacia el pasado de W*(p) convergen, y las érbitas
hacia el pasado de W#(p) divergen.

Vemos que las drbitas de todos los puntos cerca de un punto hiperbélico p son muy inestables: ellas
divergen (se van separando) con velocidad exponencial sea en el futuro o en el pasado. Si dim W#(p) # 0
y dim W*(p) # 0, entonces cualquier punto y cercano a p, que no estd exactamente en W*(p) o en W#(p),
tiene su trayectoria de y se separandose de la de p tanto en el futuro como en el pasado! Esta separacién
exponencial de las trayectorios es la fuente principal de inestabilidad, turbulencia, mezclado — todo eso que
llamamos caos.

Los estudios de sistemas dindmicos con puntos hiperbdlicos comenzaron hace mucho tiempo. Alrededor
de 1900 J. Hadamard probé la hiperbolicidad de los flujos geodésicos sobre variedades con curvatura negativa
constante. Por los anos 30 del siglo XX J. G. Hedlund and E. Hopf estudiaron las propiedades ergddicas de
tales flujos.

Basado en los estudios de flujos geodésicos, por los anos 60 D. Anosov (y S. Smale, de manera diferente)
introdujo clases generales de difeomorfismos con puntos hiperbdlicos. Daremos la definicién de los que ahora
llamamos difeomorfismos de Anosov (alos que Anosov mismo denominé “difeomorfismos con una condicién”,
o C-difeomorfismos, la letra “C” aparece por “condicién”).

Definicién 9. . Un difeomorfismo f : M — M de una variedad compacta Riemanniana es de Anosov si
existen constantes K > 0, XA > 0 tales que para cada punto p € M eziste una descomposicion TyM = E; & E}
con las propiedades
(A1) Ej y By son f'-invariantes, o sea fy(Ep) = Ej v f(Ey) = E} ),
(A2) para todo n > 0
! —nA
Il < Ke ™ol ve B

(vl < Kem™ ol v e By
(A3) los espacios E; y E dependen continuamente de p.

La condicién (A3) se incluye por tradicién, en realidad se deduce de las otras dos.

Observe que las condiciones (A1) y (A2) de Anosov son en realidad més débiles que los requerimientos
de la definicién de exponentes de Liapunov: los exponentes de Liapunov no tienen porque existir en todos
los puntos para un difeormorfismo de Anosov. Sin embargo, las condiciones (A1) y (A2) captan la esencia
de la hiperbolicidad, en particular en todo p € M existen variedades estable e inestable W*(p) y W*(p)
que satisfacen (W3”), y sus hiperplanos tangentes son E; y Ej, respectivamente. Por estas razones, los
puntos que satisfacen las condiciones (Al) y (A2) son frecuentemente llamados hiperbdlicos (atin cuando los
exponentes de Liapunov técnicamente no existan). Esta puede parecer una terminologia confusa pero, en lo
esencial, serd clarificada en la préxima Seccién.
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OBSERVACION III.1.1. La constante K en la condicién (A2) juega un rol auxiliar. Siempre se pueda cambiar la
métrica Riemanniana en M de modo que la condicién (A2) se satisfaga con K =1, o sea, que la constante K puede
ser eliminada. En este casos la contraccién de los vectores estables v € E, y la expansién de los vectores inestables
v € By por (f™); serd monétona en n. Tal métrica, con K = 1, es llamada métrica adaptada o métrica de Liapunov.

EJeRcicio IIL1.1. Verificar la férmula (I11.1.1). Sugerencia: Suponga, por simplicidad, que dim E; =2. Hay dos casos. 1) Si «;

a1 ) . Verifique

es una raiz real de multiplicidad 2, entonces f’ restringida a E; esté dada por la matriz de Jordan J = < 0
1

n n—1
que J" = < 08 no;jn > para todo n € Z y entonces deduzca (II1.1.1). 2) Si a; = a + bi es una raiz compleja, b # 0,
i

. . a b . cosn sinn
entonces la correspondiente forma canénica de Jordan es J = . Verificar que J" = |ay|™ oS TP ®
-b a —sinny cosny

para algun ¢ € [0,27) y todo n € Z, y luego deduzca (II1.1.1).

I11.2. Teorema de Oseledec

Ahora estudiaremos la existencia de exponentes de Liapunov , o sea la existencia del limite (I11.1.3). El
sigiente ejemplo muestra que puede haber muchos puntos donde los exponentes de Liapunov no existen.

Ejemplo. Sea f: S' — S un difeomorfismo del circulo dado por f(z) = x + % sin2mzx, donde 0 <z < 1
es una coordenada ciclica en S!. Tenemos dos puntos fijos: g = 0 y #; = 1/2, ambos con exponentes de
Liapunov: A(zg) = log f'(zo) = log(5/3) > 0 and A(z1) = log f'(x1) = log(1/3) < 0. Entonces el punto
es inestable (un repulsor); x1 es un punto estable (un atractor). Para cualquier punto p € (0,1/2) tenemos
f™(p) — 1/2y f~™(p) — 0 cuando n — oo. Entonces, por la regla de la cadena, para cualquier vector no
nulo v € 7,(S!) tenemos

.1 n .1 n
log(5/3) = lfm_—log |(f")jull # lim —log (/"o = log(1/3)

Esto muestra que el limite en (II1.1.3) no existe. La misma conclusion se obtiene para cualquier p € (1/2,1).

Por tanto vemos que los exponentes de Liapunov sélo existen en los dos puntos fijos, xg y x1: los ex-
ponentes de Liapunov son “muy raros” en cualquier sentido razonable: por simple conteo, topolégicamente,
con respecto a la medida de Lebesgue ... Pero cuidado! ; Porqué tomar en cuenta la medida de Lebesgue, si
ella no es invariante por f7 El punto de vista de la teoria de medida desarrollado en el capitulo II nos lleva
a estudiar f con la ayuda de medidas invariantes. No es dificil encontrar todas las medidas invariantes de f
(ver Ejercicio II1.2). Cualquier medida invariante estd soportado en los puntos fijos {xg, z1}. Por tanto, con
respecto a cualquier medida invariante, los exponentes de Liapunov existe cada todo punto!

Es de destacar que lo antes indicado es muy general, y ese es precisamente el contenido del Teorema
Multiplicativo de Oseledec! que por brevedad denominaremos Teorema de Oseledec. La versién de este
Teorema que enunciaremos mas abajo es suficiente para todas las transformaciones suaves a trozos que
estudiaremos en estas notas, incluyendo los billares en los Capitulos IV y V, pero hay una versién més
general que involucra cociclos, que no trataremos aqui .

Primero, introducimos una clase general de transformaciones suaves con singularidades.

Definicién 10. Sea M una unidn finita de variedades Riemannianas My, Mo, ..., My (quizds con fronteras
y dngulos), todas de la misma dimension d > 2, pegadas a lo largo de un ndmero finito de subvariedades
C' de codimension positiva. Estas subvariedades estin contenidas en G, la unidn de un nimero finito de
subvariedades compactas C* de codimension positiva en My, ..., M. Entonces V = M \ G es un conjunto
abierto demnso M. Por ultimo, sea N C V' un subconjunto abierto y f : N — V un difeomorfismo C", r > 1,
de N en su imagen, o sea una inmersion difeomorfica de N en V. f es llamada una transformacién suave
con singularidades. La transformacion inversa f=1 estd bien definida en un abierto f(N). Por tanto, f~!
es también una transformacion suave con singularidades. Denotamos H = NS__  f"N al conjunto de los

puntos que tienen bien definidos todos sus iterados (pasados y futuros) por f. El conjunto S := M\ N donde

f no estd definida es llamado conjunto de singularidades 2.

1El nombre se pronuncia Oseledets.
2Este nombre serd extendido luego a las singularidades de fy f— 1.
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Teorema III.2.1 (Oseledec, [Os68]). Suponga que f: N — V preserva la probabilidad de Borel u en M
yu(H)=1. Si

/ log™ | (/)] du(p) < 00 / log™ [|(f~ 1), du(p) < o
M M

donde logt s = méx{log s,0}, entonces existe un conjunto f-invariante E C H, p(E) =1, tal que para cada
punto p € E todos los exponentes de Liapunov existen.

Se suele llamar puntos regulares (de Oseledec) a los puntos del conjunto E Entonces, los exponentes
de Liapunov existen casi todo punto (con respecto a cualquier medida invariante). Puesto que es estdndar
en teoria ergédica ignorar a los conjuntos de medida cero, podemos simplificar las cosas pensando que los
“exponentes de Liapunov siempre existen”. Esto explica porqué los puntos satisfaciendo las condiciones de
Anosov (A1) and (A2) en la Seccién anterior se dice que son hiperbdlicos - la existencia de los exponentes de
Liapunov (casi todo punto) es garantizada por el teorema de Oseledec.

Para p € I' denotamos por Ai1(p) < A2(p) < --+ < Apyp)(p) los distintos exponentes de Liapunov y por
Ei(p), ..., Eyp (p) los correspondientes subspacios en el espacio tangente 7, M. Para cualquier niimero real
k € Ry peTl denote

B, =®nm<nEiln), By =®xp>nEilp)
(esta es una generalizacién de los E; y E de la seccién previa).

OBSERVACION II1.2.2. El Teorema de Oseledec también incluye el siguiente hecho que enunciamos separadamente.
Dendtese por vx(p) al 4ngulo entre los espacios E, .. y E; - Entonces

lim L logye(f"(p)) = 0 (IT1.2.1)

n—too N
o sea, el dngulo v.(f"(p)) cambia lentamente con n (mds lentamente que cualquier funcién exponencial).

Sea p € N un punto periédico de periodo k y p la probabilidad atémica invariante soportada por el
conjunto finito {p, f(p),..., f*1(p)}, osea u(fi(p)) = 1/k para 0 < i < k. Entonces las hipétesis del Teorema
de Osedelec, son satisfechas y todos los exponentes de Liapunov existen en los puntos p, f(p), ..., fF=1(p).
Asi, este teorema incluye los resultados obtenidos en la Seccién previa para puntos periddicos, como caso
particular.

La prueba del Teorema de Oseledec es muy dificil, y la omitimos.

La existencia de los exponentes de Liapunov lleva a la siguiente pregunta: ‘se pueden construir variedades
estables e inestables como hicimos para puntos fijos en la Seccién previa? En la siguiente Seccién daremos
una respuesta afirmativa en un contexto levemente diferente.

EJjercicio I1I1.2. En el ejemplo f : S — S discutido al comienzo de esta Seccién, encontrar todos las probabilidades f-
invariantes en S!. Sugerencia: considere un pequefio intervalo I = (a,b) C (0,1/2) tal que f(I)N I = ( y muestre que u(I) =0
para toda probabilidad invariante pu.

EJercicio 111.3. En el contexto del Oseledec, probar que m(p) y A1(p), - - - Am(p) (p) son funciones f-invariantes y f,’;(Ez (p) =
E;(f(p)) para todo 1 < ¢ < m(p). Esto tiene una importante consecuencia: si la medida p es ergddica, entonces todos los
exponentes de Liapunov son constantes casi todo punto.

II1.3. Teoria de Pesin. Hiperbolicidad no uniforme

Ahora volvemos a la nocién de hiperbolicidad introducida en Seccién III.1. Recuerde que el punto p es
hiperbdlico si tiene todos sus exponentes de Liapunov y ninguno de ellos es igual a cero. Ademads, acordamos
en llamar a un punto hiperbdlico si satisface las condiciones de Anosov (Al) y (A2) dadas al final de
la Seccién III.1. Dijimos que mientras que esas condiciones técnicamente no implican la existencia de los
exponentes de Liapunov, ellas garantizan que de existir son distintos de cero (y valen por lo menos A\ en
valor absoluto!).

Ahora es importante observar que las condiciones (Al) y (A2) son en realidad més fuertes que la mera
hiperbolicidad, porque la constante K es la misma para todo p € M. Ciertamente, si s6lo asumimos que el
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punto p is hiperbdlico y ninguno de los exponentes de Liapunov estd en el intervalo (=, A), entonces sélo
podemos deducir (ver Ejercicio II1.4) que para cualquier € > 0 existe un K(p,e) > 0 tal que parfa todon > 1

n —n(A— S
1Mol < K(p,e)e ™ Do ve B (IT1.3.1)

-n —n(A—¢ u
1ol < K(p,e) e ™A of| v e By (IIL.3.2)

donde Ej y E} estdn definidos por (I11.1.4).

Es importante observar que la constante K(p,e) depende, generalmente, del punto p. En otras palabras,
es la uniformidad del factor K en las condiciones (A1)-(A2) lo que distingue a los difeomorfismos de Anosov
de las transformaciones hiperbolicas méas generales. Por ello, las transformaciones que satisfacen las condi-
ciones (A1)-(A2) con constante K uniforme para todos los puntos, son llamadas uniformemente hiperbdlicas.
Las transformaciones hiperbélicas que sélo satisfacen las condiciones (I11.3.1)-(II1.3.2) son llamadas no nuni-
formemente hiperbdlicas.

Observamos que si K (p, €) es grande, entonces el efecto de contraccién de vectores estables y de expansién
de vectores inestables sélo puede ser observado para n suficientemente grande. Por tanto, la contraccién y
la expansion son sélo asintéticas y, para periodos de tiempo arbitrariamente largo puede que nada de eso
ocurra. Méds ain, los vectores estables pueden temporariamente expandir bajo la accién de ( f”); Todo esto
es muy caracteristico de los sistemas no uniformemente hiperbdlicos.

Un estudio sistemético de los difeomorfismos no nuniformemente hyperbélicos con medida invariante ab-
solutamente continua fue hecho por Ya. Pesin a mediados de los setenta [Pe76, Pe77]. En los ochenta, la teoria
de Pesin fue extendida a transformaciones no nuniformemente hiperbdlicas més generales por F. Ledrappi-
er, A. Katok, D. Ruelle, y L.-S. Young, entre otros. Seguimos la exposicién de A. Katok y J.-M. Strelcyn
[KS86] que cubre una clase muy amplia de transformaciones no nuniformemente hiperbélicas con singulari-
dades. Esta clase incluye modelos de billares fisicamente importantes, que estudiaremos separadamente més
adelante.

Sea f una transformacién suave con singularidades y M,G,V,N,S y H como en la Definicién 10 de
la Seccién anterior. Sea p una medida f-invariante satisfaciendo las condiciones del teorema de Oseledec.
Adicionalmente requerimos que la clase de suavidad de f sea por lo menos r > 2.

Sea d(z,S) = inf{dist(x,y) : y € S} ladistanciade x € N a S. Parax € N, denotamos por exp,: T, N —
N la transformacion exponencial (definida por exp,(v) = y(z,v,1), donde v(z,v,t) es la geodésica en N
definida por v(z,v,0) = x y ¥(z,v,0) = v). Sea R(z, N) el radio de inyectividad de exp,: TN — N, o sea
R(z, N) = sup{r:exp, es uno a uno en la bola B,.(0) C 7, N}. exp, estd definida y es inyectiva en la bola
B (z,5)(0) C TN donde 7(x, N) = min{R(x, N),d(x, S)}.

Definimos f,, = exp;(lw) of oexp,. Esta es la manera de definir f en coordenadas lineales cerca de un
punto z. Esta transformacion estd bien definida en un entorno de 0 € 7, N.

Introducimos ahora dos hipétesis adicionales hechas por Katok and Strelcyn [KS86]:

(KS1) Existen constantes C; > 0 y a > 0 tales que para todo € > 0 la p-medida de los e-entornos de S
satisfacen
w(U:(9)) < Cre®

o sea, la medida p no crece demasiado cerca del conjunto de singularidades S.
(KS2) Existen constantes Cy > 0y b > 0 tales que para todo x € N y v € T, N, ||v]| < r(z, N) tenemos

1 foe(0)]| < Ca d(exp,(v),5)~"

o sea, la segunda derivada f//, no crece demasiado rapido cerca de S.
El teorema de Oseledec implica que p-casi todo z € H tiene todos sus exponentes de Liapunov A\ (z) <
“++ < Ap(a) (). El conjunto de todos los puntos hiperbélicos de N es frecuentemente llamado la region de
Pesin f:
S(fy={x € H: \(x)#0, foreveryi =1,...,m(z)}

Observamos que la regién de Pesin X( f) es invariante por f. En cada punto z € X(f) tenemos los subespacios
E? and EY definidos por (III.1.4); sean

AT (z) =min{\;(z) >0} vy A () =max{\(z) <0}
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los més pequernios (en valor absoluto) exponentes positivos y negativos, respectivamente.
El siguiente teorema es, de hecho, una generalizacién de nuestras condiciones anteriores (111.3.1), (II1.3.2);
ver también Ejercicio II1.4.

Teorema I11.3.1. Dado € > 0, existe una funcion medible C(x,e) en X(f) tal que para todo x € X(f),
n>lymeZZ
H(fn)/fmva < C(CL‘,E) e)ﬁ(aﬁ)n+en+s|m\”v” ve E;

n - T(x)n—en—ce|m u
1™ gmavll = CHaw,e) X Onmen=emljy]| v € By

y el dngulo v(f™x) entre E.., y E}u, satisface v(f™x) > C~Y(x,e)eclml
Este teorema permite usar el mismo argumento del Teorema de Grofman-Hartman y construir variedades
estables e inestables:

Teorema II1.3.2. Para p-casi todo x € X(f) existe un 6(x) € (0,7(x, N)) tal que para todo € > 0 pequerio
el conjunto
1
W*(x) = {y € exp, Bj()(0): limsup — log dist(f"(x), f"(y)) <A™ (2) + &}

n—oo T

es una variedad (estable) C" diferenciable . De manera similar,
1
(&) = {y € exp, Bae) (0):limink — log dist(f"(x), f"(3)) > \*(z) — )

es una variedad (inestable) C" diferenciable. También tenemos

LW@)=E vy TW'()=E"

Observamos que las variedades estables e inestables en x son transversales, o sea, se intersectan solamente
en el punto z y el dngulo entre ellas es positivo. También observamos que W#(z) and W*(z) existen casi todo
punto, pero no necesariamente en todos los puntos X(f). Su existencia es una cuestién muy importante, por
lo que daremos algunos detalles més. Estas variedades dejan de existir para los x € X(f) cuyas trayectorias
se acercan demasiado rapido al conjunto de singularidades S. Mas especificamente

d(f"x,8) < g™ paraalgin (< e Am@ (@)

y para alguna sucesion infinita ny — oo. Entonces W*(z) no puede existir. Si existiera, serfa contraida
demasiado lentamente al iterar por f y por tanto acabarfa finalmente en S: para algin ny; > 0 tendriamos
fre(We(z)) NS # 0, lo cual es imposible por la definicién de W*(z) dada en el teorema anterior.

Afortunadamente nuestra hipdtesis (KS1) garantiza que para casi todo punto € N existen c¢(z) > 0
y &k > 0 tales que d(f™(z),S) > c(z) |n|~" para todo 0 # n € Z (ver Eercicio IIL.5). Este hecho puede ser
usado para deducir la existencia de W#(x) y W"(z) e incluso estimar su tamano, omitimos otros detalles
(ver [CMO5], Chapter 6).

Las variedades estables e inestables pueden ser eficientemente usadas en el estudio de las propiedades
ergddicas de f. Sea B C H un conjunto f-invariante tal que p(B) > 0. Entonces la transformacién fp := f|p
(la restriccién de f a B) preserva la probabilidad pp, que se obtiene condicionando la medida p a B.
Recordamos que fp: B — B es ergédica si y sélo si cada g € L1(B) que es fp-invariante es constante casi
todo punto de B; cf. Seccion I1.2.

Un procedimiento clasico de construir un conjunto B en el cual fg es ergddica (con respecto a la medida
up) usa las variedades estables e inestables por el método de E. Hopf. Tome cualquier punto = € X(f) y sus
variedades estable e inestable W#(z), W*(x). Sea ¢g una funcién f-invariante y suponga, por simplicidad,
que es continua en M (las funciones integrables pueden ser aproximadas por continuas, pero este paso es
puramente técnico, y lo omitimos). Entonces uno puede mostrar que g es constante en W*(x) U W#(x), ver
Ejercio III.6. Puesto que esto se aplica a cualquier otro punto del conjunto X(f) podemos proceder de la
siguiente manera. Comenzamos fijando = € ¥(f) y construimos el conjunto By (una primera aproximacién

35



a B) como la unién de todas las variedades inestables W%(y), y € W#(x), y todas las variedades estables
W?#(z), z € W¥(x). La funcién g es constante en Bj.

Entonces definimos conjuntos B,,, n > 2, recursivamente por B, = U{W%(y) UW?(y) : v € B,_1}.
Uno puede mostrar, por induccién en n, que la funcién g es constante en B,, para cada n. Ponemos ahora
By = U, B,,. La funcién g es constante en todo el conjunto B,. Por tanto es suficiente poner

B=U2__ f*(Bw) (111.3.3)

y la transformacién fp : B — B sera ergddica.

Describimos ahora al conjunto B,,. Uno puede facilmente verificar que B, consiste de todos los puntos
y € 3(f) para los cuales existe una sucesién finita = 2o, 21,...,2k-1, 2k = y con la propiedad que para
todo 0 < ¢ < k—1 0 bien W5(z;)NW¥(2;41) # 0, 0 bien W*(z;) "W*(z;4+1) # 0 (claramente, todo z; € By).
En otras palabras, para cada y € B, hay una cadena de variedades estables e inestables que une al punto y
con el punto original z. Tal cadena es normalmene llamada una cadena de Hopf o un zig-zag. Ahora podemos
decir que el conjunto By, es la unién de todas las cadenas de Hopf (o zig-zags) comenzando en x.

Veamos ahora cuan grande es By, is. Las variedades estables e inestables, W*(y) y W*(y), son transver-
sales entre ellas en cualquier y € 3(f) (de hecho el dngulo no sélo es positivo sino alejado de cero en un
entorno de y). Observe también que dim W*(y)+ dim W*(y) =dim M por la hiperbolicidad. Suponga por
simplicidad que todas las variedades estables e inestables W*(y), W*(y), en un entorno de x son suficiente-
mente largas, digamos que dist(y, 0W*(y)) > ¢ y dist(y, 0OW*(y)) > ¢ para alguna constante ¢ > 0 y todo y
cercano a x. Entonces uno puede facilmente probar que el conjunto B, contienen un entorno abierto de x
en la regién de Pesin X(f). Este hecho es llamado ergodicidad local (o, a veces teorema de ergodicidad local).
Volveremos a la ergodicidad local en las préximas Secciones.

En sistemas con singularidades, sin embargo, las variedades estables e inestables pueden ser arbitraria-
mente cortas. Esto sucede por las mismas razones que a veces dejan de existir, como hemos mostrado antes.
Por tanto, By, puede no cubrir ningiin abierto de z en X(f), o sea, pueden haber algunas islas diminutas
no cubiertas tan cerca como se quiera de x. Pero es posible atin probar que B, tiene py-medida positiva. El
conjunto B definido por (I11.3.3) es llamado una componente ergddica de f. El siguiente teorema, dado sin
demostracién, resume nuestras discusiones:

Teorema III.3.3 (Pesin [Pe77]). Sea p(X(f)) > 0. Ezisten conjuntos ¥, C X(f), i = 0,1,2,...,J
(J < 400) tales que

(i) 2iN%; =0parai+#jyU;X;, =3(f);

(ii) u(3p) =0 y pu(%;) > 0 para i > 0;

(iil) f(%;) =%; para i > 0;

(iv) fls, es ergddica con respecto a uy, para i > 0.

Mds atin, para todo i > 0 tenemos X; = ;1 U ---UX; ;¢ para algin 1 < J(i) < oo tal que

(v) Xi; N =0 para j # k;

(V) ( ) zzg+lpara1<j<J(.)yf(17(1)_zz1;

(vii) la tmnsformacwn f7G) restringida a % ; es K — mizing para cada 1 < j < J(4).

De acuerdo a la tradicién la particién de X(f) en los conjuntos ¥; ; es llamada la descomposcion es-
pectral de f. El teorema anterior es llamado Teorema de descomposicion espectral. Este nombre viene de
que esté relacionado con los autovalores lideres (aquellos cuyos valores absolutos son iguales a uno), y sus
multiplicidades, del operador unitario Uy asociado con f en 3(f), como se defini6 en la Seccién 1.3.

Definicién 11. Si u(X(f)) = 1, esto es, si la region de Pesin tiene medida total en N, decimos que f es no
uniformememente hiperbdlica, o que tiene comportamiento cadtico.

Ahora, enunciamos otros dos importantes teoremas de la teoria de Pesin. Ellos se refieren a la entropia y
a los puntos periédicos de f. Sus pruebas, ain a nivel heuristico, estan mas alla del objetivo de estas notas.

En la Seccién 1.4 vimos que la entropia es una caracteristica numérica de los sistemas dinamicos cadticos.
Representa la tasa exponencial de crecimiento de la complejidad de f™ cuando n — oco. También sabemos
que los exponentes de Liapunov positivos caracterizan la tasa exponencial de separacion de trayectorias por
f™ cuando n — oo. Por tanto no es sorprendente que la entropia h,(f) esté directamente relacionada con
los exponentes de Liapunov positivos de f, como se expresa a continuacién:
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Teorema I11.3.4 (Férmula de Pesin). Suponga que la medida p es absolutamente continua con respecto a
la de medida de Lebesque en N, y suponga la condicion extra (KS3) que se enuncia a continuacion. Entonces
la entropia de f con respecto a la medida 1 es

hu(f) = / > Xi@) - dim By () dps (I11.3.4)

H ), (z)>0

(la entropia es igual a la media de la suma de todos los exponentes de Liapunov positivos, contando sus
multiplicidades).

La condicién extra en ese teorema es:
(KS3) Existen C3 > 0y ¢ > 0 tales que para todo « € N tenemos | f.|| < Csd(x,S)™¢.
Esta condiciéon fortalece un poco las hipdtesis del Teorema de Oseledec, pero no mucho.

OBSERVACION II1.3.5. De hecho, el Teorema I11.3.4 es la versién original de la férmula de Pesin. Més tarde (I11.3.4)
fue extendida a medidas p que no son absolutamente continuas en N pero cuyas medidas condicionales sobre las
variedades inestables son absolutamente continuas. Lo tltimo significa: si se toma una particion medible £ de N
tal que cada dtomo (elemento) A € & es un subcojunto de una variedad inestable, o sea A C W"(z) para algin
x € N, entonces la medida condicional ul¢ es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue sobre
las variedades inestables. Tales medidas son ahora llamadas medidas de Sinai-Ruelle-Bowen 3 (o medidas SRB).

La férmula de Pesin (II1.3.4) implica que si ¢(X(f)) > 0, entonces h,(f) > 0 para medidas absolutamente
continuas (y SRB). Katok motré que este hecho es en realidad més general:

Proposicién I11.3.6 (Katok [Ka80]). Suponga que la medida p no tiene dtomos (u({x}) = 0 para todo
puntoxz € N ). Si W(X(f)) > 0 y la restriccion de f a la region de Pesin X(f) es ergddica, entonces h,,(f) > 0.

Otro teorema en la teoria de Pesin involucra a los puntos periddicos de f. Sea
Po(f)=#{zeN: [*(z) =z}

el nimero de puntos periédicos de periodo n (el ntimero de puntos fijos de f™). También denotamos por
supp 4 el soporte de la medida p (el conjunto cerrado minimal que tiene medida total), definido por supp pu =
ME:u(E) =1y E es cerrado}.

Teorema II1.3.7 (Katok [Ka80]). Si u(3(f)) =1, entonces
(a) Los puntos periddicos son densos en el conjunto supp p;

(b) limsup,,_, % > hy(f)

El Teorema de Katok III.3.7 implica que el nimero de puntos periédicos P, (f) crece por lo menos
exponencialmente en n, y que el exponente es por lo menos la entropia de f respecto de cualquier medida
invariante. Esto lleva naturalmente a plantearse el problema del maximo de esas entropias para todas las
medidas invariantes. Para los difeomorfismos de Anosov definidos en la Seccién III.1 un resultado preciso en
este sentido se satisface:

Teorema II1.3.8 (Bowen [Bo70]). Si f : M — M es un difeomorfismos de Anosov en una variedad
compacta M, entonces

i 08 En(f)

fm ————~

n— o0 n

=h(f) = Sup hyu(f)

donde el supremo es tomado sobre todas las medidas f-invariantes. La cantidad h(f) es independiente de la
medida y llamada entropia topologica de f.

Uno podria preguntarse qué hace a los puntos periédicos tan interesantes en la teoria de los sistemas
dindmicos suaves, porque en la mayoria de los casos hay sélo una cantidad numerable de puntos periédicos
y su medida es nula. Por tanto, desde el punto de vista de la teoria de medida parecen no significar nada.

3Estas medidas fueron primero estudiadas por Sinai [?], Ruelle [Ru76] y Bowen [Bo75] en los setenta.
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Sin embargo, los puntos periédicos juegan un papel importante en fisica y en los trabajos experimentales, y
hay muchas otras razones por las que son tan relevantes.

Primero, las érbitas periddicas son muy simples — estan completamente especificadas por un nimero
finito de iteraciones de la transformacién — lo cual hace realizables con gran exactitud los cdlculos numéricos
de sus exponentes de Liapunov y otras caracteristicas. Segundo, ellos son relativamente ficiles de hallar
en ejemplos fisicamente interesantes— dado n, un programa de computadora puede hallar todos los puntos
periédicos de periodo n. Tercero, por la parte (a) del Teorema de Katok II1.3.7, cualquier drbita finita
{f(z)}, 1 < i < n, puede ser arbitrariamente bien aproximada por una érbita periédica (para cualquier
£ > 0 existe un punto periédico y tal que dist(f*(x), fi(y)) < € para todo 1 < i < n. La tltima propiedad de
hecho permite aproximar cualquier medida invariante p por medidas soportadas en 6rbitas periddicas. Tales
aproximaciones fueron halladas por Bowen para los difeomorfismos de Anosov y més tarde han sido usadas
bastante eficientemente en estudios fisicos y experimentales de otros sistemas caéticos.

Para resumir, los puntos periédicos permiten estudiar muchas propiedades delicadas de los sistemas
cadticos suaves. Dijo H. Poincaré in 1892: “Lo que hace a estas soluciones periédicas tan preciosas es que
son, para decirlo asi, la unica brecha a través de la cual podemos intentar penetrar en un area que hasta
ahora hemos juzgado inaccesible”. Ver [Poin], Vol 1 , #36.

Finalmente discutimos las relaciones entre las tres propiedades més importantes en la teoria de los
sistemas dindmicos cadticos suaves.:

1. Hiperbolicidad (no anulacién de todos los exponentes de Liapunov o pu(X(f)) = 1);
2. Entropia positiva: h,(f) > 0;
3. Ergodicidad (y su versién méds fuerte - mixing).

Cada una de estas propiedades indica de alguna manera caos en el sistema dindmico. Aunque no hay una
definicién aceptada undnimememtne del término caos, cada una de las propiedades anteriores puede ser (y
a veces lo es) vista como una posible definicién de caos.

Sin embargo, estas propiedades no son equivalentes y, de hecho, ninguna de ellas implica logicamente
a ninguna de las otras (sin embargo, bajo ciertas condiciones, la hiperbolicidad implica que la entropia es
positiva, como lo indica la Férmula de Pesin I11.3.4 y la Proposicién de Katok I11.3.6). Pero, mas importante
para nosotros es entender que estas tres propiedades caracterizan diferentes aspectos del comportamiento
cadtico de los sistemas dindmicos. La entropia positiva es la caracteristica mas local — atin un infimo conjunto
f-invariante E C M con pequefia medida positiva, u(E) > 0, puede hacer que h,(f) > 0, aunque en el resto
del espacio M \ E la transformacién f pueda no ser caética en sentido alguno. La hiperbolicidad es también
una condicién local (caracteriza la separacién de trayectorias cercanas), pero por lo menos debe satisfacerse
casi todo punto, desde que se requiere u(X(f)) = 1. Atn asi, no hay garantia de que una transformacién
hyperbdlica f sea ergddica o mixing — de acuerdo a la descomposicién espectral (Teorema I11.3.3), la regién
de Pesin X(f) puede ser descompuesta en una cantidad numerable de subregiones que no interactian entre
sil

La ergodicidad es la propiedad mas global de las tres. Sin embargo, la ergodicidad sola no implica hiper-
bolicidad, o caos. Por ejemplo, la rotacién del circulo T : S — S' con dngulo irracional ¢ > 0 es ergddica;
ver Ejercicio I1.9 a, pero no es auténticamente caética — su Uinico exponente de Liapunov es obviamene nulo
y por tanto también lo es su entropia (ver Ejercicio 1.12).

Una observacién final. La pérdida de ergodicidad en sistemas con entropia positiva y grandes regiones
de Pesin es un fenémeno bastante comun en sistemas Hamiltonianos. Fue ampliamente estudiado por Kol-
mogorov, Arnold y Moser, cuya teorfa es ahora llamada teoria KAM. Ellos descubrieron que para un sistema
Hamiltoniano tipico f : M — M, hay regiones f-invariantes D C M de medida positiva donde la dindmica es
muy estable. Esto significa que todos los exponentes de Liapounov son nulos en D y cada regién D contiene
un subconjunto de medida positiva, que es la unién de curvas o toros f-invariantes (estos son llamados toros
KAM) — una caracteristica que hace a la dindmica dentro de D casi integrable. Tales regiones estables ocur-
ren alrededor de puntos periédicos p € M, f™(p) = p, cuando el espectro de la derivada (f”);: M — T,M
estd en el circulo unidad (hay algunas otras condiciones técnicas que omitimos aquf). Estos puntos periddicos
son llamados elipticos (como opuestos a hiperbdlicos), y las regiones estables alrededor de ellos son llamadas
islas elipticas o islas de estabilidad (desarrollaremos un poco estas ideas en las Secciones IV.2, IV.3 donde se
encontrardn ademds definiciones mds precisas).
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En un sistema Hamiltoniano tipico, las islas de estabilidad coexisten con una regién de Pesin 3(f)
grande, de medida positiva. La regién de Pesin es a veces llamada mar cadtico. En ese mar, uno puede
encontrar pequenias islas estables separadas de X(f) por algunas curvas f-invariantes. Tal es la figura tipica
que muestran muchos experimentos numeéricos. El fenémeno de coexistencia de comportamiento cadtico y
estable en sistemas dindmicos no es aun muy bien comprendido, y es una de las cuestiones maés intrigantes
de la moderna fisico-matematica.

EJercicio I11.4. Deducir las condiciones (I11.3.1)-(II1.3.2) de la definicién de exponentes de Liapunov (III.1.3). Sugerencia:
primero muestre que para cualquier vector no nulo v € E3 (resp., v € Ep), existe un K (p, ) que satisface (I11.3.1)-(I1L.3.2), pero
depende de v. Luego tome una base ortonormal e, ..., e; en E; (resp., E}), pruebe (I11.3.1)-(I11.3.2) con la misma constante
K (p,e) para todos los vectores e1,..., e, y use la desigualdad triangular para deducir (I111.3.1)-(III.3.2) para cualquier vector v.

EJjercicio 1IL5. Sea H,, = {x € H: d(f™(x),S) > c(x) |n|~" para algun c¢(z) > 0 y todo 0 # n € Z}. Mostrar que u(Hy) =1
para algin x > 0. Sugerencia: Observe que el conjunto Hy,n := {d(f"(z),S) < |n|~"} coincide con f~" (U}, -~ (S)), por tanto
w(Hen) = #(Up -+ (5)). Ahora ponga r = 2/a y use (KS1) para probar que 3, p(Hy,n) < +00. Observe que H,, consiste de

puntos que pertenecen sélo a una cantidad finita de conjuntos IZI,@TL.

EJjercicio II1.6. Sea g una funcién continua f-invariante en M. Mostrar que g es constante sobre cada variedad estable e
inestable. Sugerencia: Como M es compacta, la funcién g es uniformemente continua. Entonces use el hecho que f™*(W*(z)) y
f~™(W(z)) se encogen cuando n — oo.

I1I.4. Condiciones Suficientes para la Hiperbolicidad

En esta Seccién continuamos estudiando transformaciones suaves con singularidades y usando la misma
notacion M,G,V,N,S H, u, f de las secciones anteriores. Ver Definicién 10.

Describiremos condiciones suficientes bajo las cuales se da la hiperbolicidad. Estas condiciones —y las
de la Seccién siguiente— se han aplicado exitosamente en el estudio de muchos modelos interesantes para la
fisica. En los Capitulos siguientes presentaremos nuestro principal ejemplo: los billares.

Formas cuadréticas. Una forma cuadratica B en R? es una funcién B : R? — IR tal que B(u) = Q(u, u),
donde @ es una funcién bilineal simétrica en R? x R?. Equivalentemente, B : R — R es una forma
cuadrética si existe una matriz simétrica A tal que B(u) = u' Au para u € RY; aqui u! es la (fila) traspuesta
de un vector columna u. Una forma cuadrdtica B en M es una funciéon B : TM — IR tal que su restriccién
B, a 7, M en cada punto z € M es una forma cuadratica en el sentido usual.

Decimos que una forma cuadritica B es no degenerada en x si B,(u) # 0 para todo vector no nulo
u € T, M (equivalentemente, det A # 0 para la correspondiente matriz simétrica A). Decimos que B es
positiva (no negativa) si en cada punto z la forma B, es positiva definida (semidefinida positiva), o sea
B, (u) > 0 (respectivamente, B, (u) > 0) para todo 0 # u € T, M. Sea Kp(z) el nimero de valores propios
positivos de la matriz que define a la form B, (la dimensién méxima de un subespacio de 7, M en el que la
forma es positiva).

Si f: M — M es un difeomorfismo, sea f#*B (pull back de B por f) la forma cuadrética
(f#*B)u = By(z)(fru). Uno puede facilmene verificar que f# B es una forma cuadrética, y que f#B es no
degenerada en z si y sélo si B es no degenerada en f(x). Observamos que P = f#B — B es también una
forma cuadratica.

Para una forma cuadratica B definida en la érbita de un punto z, ponemos

S, :={ueT,M:B((f").u) <0, n>0}
Uy :={ueT,M:B((f"),u) >0, n<0}

Teorema II1.4.1 (Markarian [Ma94]). Sea B:TM — IR wuna forma cuadrdtica no degenerada tal que
(i) B depende mediblemente de x,

(ii) Para cada x € H tenemos 0 < Kp(z) <dimM y Kg(f"(x)) = Kg(x) para todo n € 7 .

(iii) P, = (f#*B — B), es positiva para cada x € H;

Entonces p(X(f)) =1 (la transforamcidn | es no uniformemente hiperbdlica. Mds ain, para cada x € %(f)
we tenemos Sy, = £ y U, = EY.

Damos un bosquejo de la prueba para el caso dim M = 2 en el Ejercicio II1.7.
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OBSERVACION II1.4.2. La condicién (iii) puede ser relajada: es suficiente requerir que P > 0 y P positiva eventual-
mente, 0 sea que para casi todo 2 € M existe k = k(x) € IN tal que B((f*™)u) — B((f*)'u) > 0 para todo vector
no nulou € T, M.

Notamos que el requerimiento Kp(f™(z)) = Kp(x) en la hipétesis (ii) se satisface automaticamente en

dos casos importantes:

(a) M tiene dimensién 2. En este cso Kp(x) = 1 para todo = € H;

(b) B es continua en M, y M es conexa. En este caso Kp(x) es una funcién continua a valores enteros en
M, por tanto es constante.

Estos Teoremas son versiones ergédicas del Teorema 2.1 en [Lew80] donde se probé que la existencia de
una forma cuadritica continua no degenerada B satisfaciendo (iii) es equivalente a que f es Anosov. Si
la forma cuadratica es continua en M, los espacios EY y ES dependen continuamente de z. En este caso el
Teorema fue probado en [Ma88].

Obsérvese que el reciproco también se cumple:

Teorema I11.4.3 (Markarian [Ma94]). Si p(X(f)) = 1, entonces existe una forma cuadrdtica B :
TM — R tal que las condiciones (i) - (iil) del Teorema III.4.1 son satisfechas.

Conos. Sean L ¢ R? un subespacio, y & > 0. Denote por L* el complemento ortogonal de L. El conjunto
C={ut+v:ucL velL" |ul|>alv|}

es denominado un conoy L su eje. En el caso d = 3y dim L = 1, es la unién de dos conos circulares simétricos
con eje comun L. En el caso d =2 y dim L =1 el cono C es la unién de dos sectores simétricos, por lo que
en este caso C también es llamado un sector.

Sea C un cono en IR?. Note que el complemento R? \ C es un conjunto cuya clausura es también un cono
(lamado el cono complementario, C~), cuyo eje es L~. El conjunto

OC ={u+v:uecLve Lt |ul|=alv|}

es la frontera comin de C'y C~.
Sea ahora un cono C(y) definido en 7, M para casi todo y € M. A la coleccién {C(y)} la llamamos un
campo de conos en M. El campo de conos es invariante por f si

fy(Cw) c C(f(y) (IT.4.1)

para casi todo y € M. Es eventualmente estrictamente invariante por f si para casi todo y € M existe
n = n(y) tal que
("), (C(y)) C it C(f"(y)) (I11.4.2)

De manera similar, se define la invariancia y la eventual invariancia estricta por f~!, reemplazando f’ por

(f~Y en (IIL4.1) y (f™) por (f~™) en (I11.4.2).
Decimos que un campo de conos {C%(x)} es inestable si es invariante y eventualmente estrictamente
invariante por f y para casi todo x € M

I fo(u)|| > |lul|  para todo w € int C*(x) (I11.4.3)

Decimos que el campo de conos {C*(x)} es estable si es invariante y eventualmente strictamente invariante
por f~1 y para casi todo x € M ||(f~1).(u)| > ||ul| for all u € int C*(x).
Para un campo de conos {C*} definido en la érbita de un punto x, ponemos

Sy = Npzo(f )L [C*(f )]

Para un campo de conos inestable {C*} definido sobre la 6rbita de un punto z, ponemos
Uz := o (f"),[C(f "))
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Teorema I11.4.4. Sea {C"(z)} un campo de conos inestable y {C*(x)} un campo de conos estable, ambos
dependiendo mediblemente de x. Sea dim L*(x) + dim L*(z) = dim M para casi todo x, donde L*(z) y L*(x)
son los ejes de C¥(z) y C*(x), respectivamente. Entonces u(X(f)) = 1. Mds ain, para casi todo x € E(f)
tenemos Sy = ES y U, = EY.

La prueba de este Teorema es bosquejada en el Ejercicio IIL.8.

Podemas relajar el requerimiento de la eventual estricta invariancia del campo de conos si, en su lugar,
asumimos la expansién (I11.4.3) para todos los vectores u € C*(x) y la expansién hacia atrds para todos los
vectores u € C*(x).

El Teorema II1.4.4 y sus varias versiones han sido usadas en el estudio de modelos fisicos desde el comienzo
de los setenta. Un toque elegante de esta técnica fue dado por M. Wojtkowski en [W85, W86]:

Teorema II1.4.5 (Wojtkowski [W85]). Sea dim M = 2 y la medida invariante u absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesque en M. Si existe un campo de conos C(x) invariante y eventualmente
estrictamente invariante en M que depende mediblemente en x, entonces u(X(f)) = 1.

En este Teorema no se hace ningin requerimiento sobre la expansién (o contraccién) de los vectores
del cono C(x)! La expansién de los vectores u € C(x) por (f™), para n > 0 grande se deduce de la
invariancia eventual estricta invariance del campo de conos y de la continuidad absoluta de la medida
invariante. Wojtkowski y Liverani [LW95] también generalizaron el Teorema I11.4.5 a dim M > 2, pero una
estructura especial adicional — una forma simpléctica f-invariante — es necesaria. Omitimos la consideracién
de este caso.

EJercicio II1.7. Bosquejo de la prueba del Teorema II1.4.1 en dimensién d = 2. Sugerencias:

(a) Sea x € H y ponga xpn = f"(x) para n € Z. Para cada n > 0, tome un vector w, € Ty, M tal que Bg,, (wn) < 0. Ponga
Vn = (f~")y,, wn. Como P > 0, resulta que By(vn) < 0. Entonces la sucesién de vectores normalizados vy, /||vn || tiene una
subsucesién que converge a un vector unitario v € 7; M. Ahora se puede verificar que v € Sy;

(b) De manera similar construimos un vector unitario v € U,. Por tanto, ambos subespacios U y Sy existen, y por tanto deben
ser de dimensién uno;

(c) Dado a > 0, denote por D, C M al conjunto de puntos y € M tales que a By(w) < min{||w||?, Py(w)} para todo w € Ty M.
Si a es suficientemente pequeno, entonces pu(Dg) > 0, y limg—o u(Da) = 1;

(d) Por el Teorema Ergédico de Birkhoff-Khinchin aplicado a la funcién indicatriz Ip, (ver Ejercicio II.4b), para casi todo
punto x € Dg tenemos limy, 7(z, Do, n)/n = 7(x, Dg) > 0, donde 7(z, Dg,n) = #{0 < j <n: fi(x) € Dg};

(e) Como P es positivo tenemos que B((f™)"u) > (14+a)™ B(u) parau € Uz, donde 1, = 7(z, Dq, n). Entonces, lim inf, n=! log || (™), u| >
log(1+a)7(z, Da)/2 > 0. Por lo tanto, = tiene un exponente de Liapunov positivo y E¥ D U, casi todo punto en D, por tanto
en M,

(f) De manera similar, ES D S, casi todo punto.

Ejercicio I11.8. Siguiendo las lineas del Ejercicio anterior, pruebe el Teorema I11.4.4. Sugerencia: debido a la eventual invariancia
estricta del campo de conos {C%(z)}, para casi todo x € M existe un k = k(z) tal que (fk)}f,cz(C"(f*kx)) C int C%(z); por
lo tanto, hay un a = a(z) > 0 tal que para cada u € (f* }7,%(0“(]”*'%)) tenemos || f2(w)|| > (1 4 a)l|ul|.

IT1I.5. Condiciones Suficientes para la Ergodicidad

Ahora suponemos que f is hiperbdlica (u(3(f)) = 1), y describiremos condiciones suficientes bajo las
cuales f es ergédica. Como se vi6 en el Teorema I11.3.3, esto es generalmente falso —la region de Pesin 3(f) se
descompone en un nimero finito o numberable de subregiones ¥; en las cuales la restriccion de f es ergédica.
Los conjuntos ¥; son llamados componentes ergodicas de f. Generalmente, pueden ser bastante complicadas
y disconexas.

Bajo ciertas condiciones adicionales, uno puede probar que f es ergédica, o sea que hay exactamente una
componente ergédica X1 C X(f) y p#(21) = 1. Esto serd hecho en dos etapas. Primero daremos condiciones
que son suficientes para probar un “teorema ergddico local” (esta es la parte mds dificil) y después agregaremos
otras condiciones para probar la ergodicidad global. Presentaremos dos versiones del teorema ergddico local.
Sus pruebas estdn mucho mas alld de los propdsitos de estas notas, pero ambas siguen las ideas de los trabajos
de Sinai [Si70], Sinai and Chernov [SC87], mejoradas por Kramli, Siményi and Szédsz [KSS90]

Sea M contenida en una variedad Riemannian de dimensién d > 2, dividida en una cantidad finita de
dominios compactos, de dos maneras:

M=Bfu---UB}' =By U---UB,

T
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de modo que int Bii es conexo y denso en Bii, y que las fronteras 8Bii estan formadas por una cantidad finita
de subvariedades de dimension d — 1 que se sobreponen en a lo sumo sus fronteras. Estas fronteras son una
unién finita de subvariedades compactas de dimensién d — 2. La transformacién f es definida separadamente
sobre cada dominio Bj , 1 <i<r, demodo que f es un difeomorfismo C” (r > 2) del interior de BZ-Jr sobre el
interior de B; y un homeomorfismo de B;" sobre B; . Entonces tenemos N = U; int B, f(N) = U, int B,
y en cada componente conexa de N f puede ser extendida continuamente a la frontera N, y en cada
componente conexa de f(NN) la transformacién inversa f~! puede ser extendida continuamente a la frontera
df(N). Como las fronteras de B;‘ pueden tener puntos comunes, la funcién f puede ser multivaluada en
OB,

Suponemos que p es una probabilidad f-invariante absolutamente continua respecto de la medida Rie-
manniana de M, con densidad acotada.

Denotemos St = N el conjunto de singularidades de f y S~ = 9f(N) el conjunto de singularidades
def~!. Para n > 1 ponemos S;f = U?:_()l —i(S1), que es el conjunto de singularidades de f™, y de manera
similar S, = UI'"; fi(S~), el conjunto de singularidades de f~". Observar que todos estos conjuntos son
variedades compactas de dimension d — 1.

Transformaciones como la de arriba son llamadas suaves de a trozos. Compare con M, f, etc. en la Seccién
II1.2. Veremos maés ejemplos de este tipo en el Capitulo siguiente.

Por razones técnicas nos restringimos a dim M = 2. Por tanto, los conjuntos S*, S son de dimensién
uno, son curvas suaves compactas. Entonces podemos concebir BijE como superficies de dimensién dos (quizés
con fronteras y vértices).

Ergodicidad Local para transformaciones hiperbdlicas suaves de a trozos (primera versién).
Comenzamos dando la versién del teorema ergédico local presentada en [C93]. Hemos supuesto que f es
hiperbdlica (u(X(f)) = 1). Por tanto, en casi todo punto x € M los subespacios estable e inestable E? y E*
existen (ambos tienen dimensién uno).

Por simplicidad, suponemos que los vectores estables e inestables son expandidos de modo monétono:

£zl > Null, we By I1GFTe(@l > llull, we E; (IL.5.1)

Frecuentemente es posible definir la métrica Riemanniana de M de modo que se satisfaga (II1.5.1) (tal
métrica se llama adaptada o de Liapunov, cf. Observacién III.1.1 al final de la Seccién III.1). En algunos
casos es suficiente una pseudo-métrica que satisfaga (II1.5.1). Mostraremos esto en el Capitulo IV. Por
ahora, suponemos que una métrica adaptada existe. En la segunda versién usaremos explicitamente una
pseudo-métrica que es una métrica si se restringen los vectores a ciertos conos.

Definicién 12. Un punto x € N es u-esencial si para todo A > 1 existe unn > 1 y un entorno U del punto
x tal que para todo y € U

1)y @l > Allull, u € Ey

(siempre que el espacio Ey exista). De manera similar, se definen puntos s-esenciales (reemplazando f™ por
™"y By por E;).

Definicién 13. . Un punto x € N es SC- suficiente si existen A > 1 y dos enteros n < m, tales que
estd definido f™(x) y hay un entorno U del punto f"(x) tal que para todo y € U tenemos

Iy @l > Allull, we By y [(F™7), () < A7Hll, v € E
(siempre que los espacios By, E; existan).

Ahora enunciamos cinco condiciones suficientes para probar la ergodicidad:

Propiedad 1 (“singularidades dobles”). Para cualquier n > 1 la interseccién S;" NS, es un conjunto
finito o numerable.

Propiedad 2 (“delgadez de los entornos de las singularidades”). Para cualquier § > 0 sea Us el -entorno
del conjunto ST U S~. Entonces u(Us) < const - 4.
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Propiedad 3 (“continuidad”). Las familias de subespacios estables e inestables E2 y E¥ son continuas
en sus dominios . Mas ain los espacios limy ., E} y lim,_,, E) son siempre transversales entre si en cada
punto suficiente z, atn si £Y or E? no existen.

Propiedad 4 (“ansatz”). Casi todo punto de St (con la longitud de Lebesgue) es u-esencial, y casi todo
punto de S~ es s-esencial.

Propiedad 5 (“transversalidad”). En casi todo punto x € ST los subspacios E*(z) estédn definidos y son
transversales a ST, y en casi todo punto z € S~ los subspacios E*(z) estdn definidos y son transversales a

ST

Teorema II1.5.1 (Teorema Ergddico Local 1). En las condiciones de a-rriba, todo punto suficiente x
tiene un entorno abierto U que pertenece a una componente ergddica (hay una componente ¥; C X(f) tal

que p(U \ i) = 0).

La primera versién de este teorema fue obtenida por Sinai [Si70] al estudiar los billares matemé&ticos.
Luego fue mejorada por Sinai y Chernov [SC87]. Mds tarde fue generalizada por Kramli, Simanyi y Szdsz
[KSS90], Liverani y Wojtkowski [LW95], y Markarian [Ma93b] a otras clases de sistemas hiperbdlicos de
origen fisico. En su forma méas general fue enunciado por Chernov [C93]. °

Ergodicidad Local para transformaciones hiperbdlicas suaves de a trozos (segunda versién).
Damos ahora la versién del teorema probada por Liverani y Wojtkowski [LW95]. Sigue las lineas del Teorema
II1.4.5.

Sean X (z), Xa(z) vectores no nulos en los lados del cono C(z) = {u € T,M : u = aX1(z) + bX2(2),ab >
0}. Para cada cono C(z), hay una forma cuadratica asociada dada por Q. (u) = A(X;(z), X2(z))ab, donde
A(-, -) es la forma de volumen generada por la métrica o (ver Condicién 4) que se esté utilizando.®. La
cantidad

D
o(D.f)= it Q(D:Jw)
ueint(c(z)) Q:(u)
mide la cantidad de expansién por D, f. De manera similar definimos o para f~! reemplazando C(z) por su

cono complementario.

Definicién 14. Un punto z € M es llamado LW-suficiente si eziste un n > 0 tal que z ¢ S;F NS, y
o(D.f") >3 00(D,f™) > 3.

Para aplicar el Teorema Ergédico Local necesitamos que se satisfagan las siguientes condiciones:

1. (Monotonfa) El campo de conos {C(z)} es eventualmente estrictamente f-invariante, cada caja B; se
puede descomponer en una cantidad finita de sub-cajas tal que la restriccion de C al interior de cada
sub-caja de B;" es continua.”

2. (Alineamiento) El espacio tangente a S~ en cualquier punto de z € S~ estd estrictamente contenido en
C(z), y el espacio tangente a z € ST estd estrictamente contenido en el cono complementario C’(z).

3. (Regularidad) Para todo n > 1, los conjuntos S;" y S, son regulares (uniones finitas de curvas cerradas
suaves que sélo se intersectan en sus extremos).

4. (No contraccién) Sea a una métrica Riemanniana en M que puede degenerar sobre 9M; las normas y
longitudes generadas por « son || - ||’, £', respectivamente. Existe una constante p > 0 tal que para
todon > 1y todo z € M\ S

D= f"ull" > pllull’

para todo u € C(z).

4Esa condicién es autométicamente satisfecha si la dependencia de la forma cuadratica o del campo de conos en x € H es
continua.

5[C93] sélo contiene bosquejos de las pruebas; una exposicién completa de este teorema se puede encontrar en [KSS90])

6Dado que las medidas utilizadas son absolutamente continuas respecto de la Euclidiana en R2, lo normal serd que
A(X1(2), X2(2)) = (Area Euclidiana del paralelogramo determinado por Xi(z), X2(z)) x (Valor medio de la densidad de
la medida respecto de la medida Euclidiana)

"En realidad, la cantidad puede ser numerable, pero en este caso, la definicién de o se debe hacer de modo algo mas
complicada; este caso no estd incluido en la presentacién de [LW95]. Ver [DMMO5].
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5. (Sinai-Chernov Ansatz) Sea ug la longitud Riemanniana en S~ U S*. Para ug-c.t 2 € S7(ST)

lim  o(D,f") = +o0.

n—-+oo(—00)

6. (Estimaciones de volumen) Existe una constante positiva C, tal que para cada Y C S™(ST) cerrado
respecto de la topologia relativa de S™(ST)

V(qu(s))

lim sup < C'- (longitud euclidiana de Y),

§—0t

donde Yj(s) ={ze M: existen v C W) (2) tales que yNY #£0, L' (Y) <6}

Teorema II1.5.2 (Teorema Ergddico Local 2). Si las Condiciones 1-6 son satisfechas, entonces todo
punto suficiente en una caja Bj de M tiene un entorno en Bj que pertenece (mod 0) a una componente
ergodica de f.

Como {C} es eventualmente estrictamente f-invariante, el conjunto de puntos suficientes de M tiene p-
medida total [LW95, §7F]. Esta versién generalizada, con respecto a la presentacién de [LW95], estd probada
en [DMMO5].

La idea de la prueba de ambas versiones esta esencialmente descripta en la Section III.3: dado un punto
suficiente x, uno debe conectarlo con casi todo punto y € U por una cadena de Hopf. En otras palabras, la
union de las variedades estables e inestables U debe estar en una componente conexa por arcos de medida
total en U.

Sin embargo, uno debe recordar que las variedades estables e inestables (y, por tanto, las cadenas de
Hopf) pueden ser arbitrariamente cortas en M debido a las singularidades de f. De hecho, la unién de
todos los conjuntos de singularidades U,, S5 es denso en M, por lo que las variedades estables e inestables se
pueden quebrar o terminar abruptamente en cualquier parte. Este es el problema més serio en la prueba de
los Teoremas II1.5.1, IT1.5.2, que fue resuelto por primera vez por Sinai en el contexto de billares. El llamé a
su version de estos teoremas Teorema Fundamental en la Teoria de Billares. Este Teorema de Ergodicidad
Local sigue siendo hoy uno de los resultados mas avanzados y dificiles en la teoria de de las transformaciones
hiperbdlicas con singularidades.

Ahora procedemos a la prueba de la ergodicidad de f. El Teorema de Ergodicidad Local muestra que las
componentes ergddicas 3; consisten de bolas abiertas alrededor de los puntos suficientes, pero nada dicen de
sus tamanos. Ahora agregamos la siguiente hipdtesis:

Propiedad (“abundancia de puntos suficientes”). El conjunto R C M de los puntos suficientes tiene
medida total y existe una trayectoria finita {f720},0 < j < n que pasa por todas las componentes conexas
por arco de R.

Teorema II1.5.3 (Teorema Ergédico Global). Si se cumplen todas la condiciones de arriba & f is
ergodica.

Demostracion. Supongamos primero que x,y estdn en una componente conexa de R. Por la Propiedad 6,
existe una curva continua, 7y C R que une z e y. Por el Teorema Ergddico Local, para cada punto z €
existe un entorno U(z) que pertenece a X, (que atn puede depender de z). Como 7 es compacta, puede ser
cubierta por un niimero finito de tales entornos: existen zi,.. .,z tales que v C UX_,U(z;). Los entornos
U(z;) se sobreponen por lo que ellos pertenecen a una componente ergédica X, la cual por tanto contiene
a x and y. Por tanto cada componente conexa de R forma una componente ergédica de f. Ademds, si dos
puntos z,y € R estdn en distintas componentes conexas por arco, sean x1,zs los puntos de la trayectoria
referida en la Propiedad 6 que pertenecen a cada una de ellas, entonces f7(U(x1)) intersecta a U(xs), para
algin j, por lo que ambos entornos estdn en la misma componente ergdédica y todo R estd en la misma
componente ergédica. Como R tiene medida total, ¥, es la tinica componente ergédica y u(X,) = 1. O

8En cualquiera de las dos versiones del teorema de Ergodidicad local.
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En la préctica, uno tiene que verificar las propiedades 1-6 para asegurar la ergodicidad de una transfor-
macion hiperbélica. Esto puede no ser muy facil, pero fue hecho exitosamente para muchos sistemas fisicos
interesantes.

Finalmente observamos que como consecuencia de la teoria de Pesin, extendida a los sistemas suaves con
singularidades por Katok y Strelcyn, las componentes ergddicas Y7 pueden ser partidas en una cantidad finita
de conjuntos medibles disjuntos £ ;,1 < j < J tales que f(21;) =i 41 paral <j<Jy f(E15) =1
y f7 restricta a ¥1,; es K — mixing para cada 1 < j < J. Ver Teorema III.3.3.

Por tanto, si f™ es ergddica para cada n > 1, entonces f es K-mixing, y como consecuencia de un resultado
general de Chernov y Haskell [CH96] (u Ornstein y Weiss [OW98]) es Bernoulli; ver Seccién I1.3.
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Capitulo IV

Billares. Propiedades generales.
Ejemplos.

Aqui llegamos al principal objetivo de estas notas. Estudiaremos una clase de sistemas dindmicos llamados
billares. Ellos ilustran todos los conceptos y fenémenos discutidos en los capitulos anteriores: medidas invari-
antes, ergodicidad y mixing, exponentes de Liapunov y singularidades. El estudio de los billares matematicos
es especialmente importante porque tienen cantidad de aplicaciones en fisica.

La popularidad de los billares entre los matematicos y los fisicos es también debida a la relativa simplicidad
de las reglas que definen la dindmica de los billares. Como expresara A. Katok, los billares son un patio de
recreo para los investigadores. Aqui uno puede jugar toda clase de juegos y todos pueden divertirse ...

IV.1. Billares Planos. Generalidades

Imagine una particula (una masa puntual) moviéndose libremente (sin friccién) en una mesa y chocando
sobre los bordes de la mesa elasticamente. La mesa es sencillamente una region acotada del plano.

Con cierta amplitud, este modelo recuerda el popular juego de billares (o pool) donde unas pocas bolas
son golpeadas con un taco de modo de hacer carambolas (choques sucesivos de varias bolas luego de un sélo
golpe) o mandar algunas de ellas en unos agujeres con redes ubicados sobre los bordes. Pero nuestro modelo
luce mucho mas simple — tenemos una sola bola, la bola es un punto “sin dimensién”, se mueve sin friccién, y
la mesa no tiene agujeros, sélo bordes . Por otro lado la forma de la mesa no es necesariamente rectangular
2 Puede ser més bien arbitraria, y esto es lo que hace al modelo realmente interesante — la forma de la mesa
es la que determina el caracter de la dindmica y todas sus propiedades.

Mesa del billar. Sea Q ¢ IR? un conjunto abierto, acotado, conexo, que llamaremos mesa del billar. Su
frontera I' = JQ es la unién finita de curvas compactas suaves (C*, k > 3):

0Q=I=T1U---UTly (IV.1.1)
que son disjuntas pero pueden tener extremos comunes. Por ejmplo, si @) is a poligono, entonces I'; son sus
lados.

Convencién y definicién. Para fijar los signos de la curvatura K de la frontera, establecemos que K(r) > 0
si OQ) es concava (convexa para dentro) en r (como en la Figura IV.2), K(r) < 0si 0Q is céncava para adentro.
Una componente suave de la frontera I'; C 0Q es dispersora, si su curvatura es positiva, focalizadora si su

1Los billares matemadticos con agujeros son mucho més complicados; ver por ejemplo [CM97b, CMTO00]. Hay pocos estudios
matemadticos de modelos “més cercanos” a los billares “reales”; ver [BG93]. Existe un viejo(1835) y entretenido libro de Coriolis
[Cor35] en que se estudia el juego de billar. En su Prefacio se dice que “las personas que tengan conocimientos de mecdnica
racional, como los alumnos de la Ecole Polytechnique, veran con interés la explicaciéon de todos los efectos singulares que se
observa en el movimiento de las bolas.” “Debo a la gentileza de M. Mingaud —un célebre jugador— haber podido asegurarme,
viéndolo jugar, que las férmulas y construcciones que se deducen dan resultados conformes a la experiencia.”

2En los billares poligonales se estudian otras propiedades y en general con métodos diferentes. Ver [Gu86, Gu96)
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curvatura es negativa y neutra si su curvatura es cero. Si la curvatura de I'; cambia de signo, dividimos la curva
en partes menores cuyas curvaturas tienen signo constante. Por tanto, suponemos que la frontera 9@ consiste
de componentes de esos tres tipos — dispersoras, focalizadoras and neutras. Denote I';,T'_ T’y la unién de
los arcos dispersores, focalizadores y de las lineas rectas de I', respectivamente. Es muy importante observar
que si bien la descripcién y algunos de los resultados generales sobre billares son véalidos en las condiciones
arriba indicadas, la mayoria de los resultados sobre propiedades ergddicas valen con componentes dispersoras
y focalizadoras de curvaturas estrictamente mayores y menores que cero

El conjunto T™* =0T’y U---UJl'y de los extremos de nuestras curvas frontera jugard un papel muy
importante. Sea I'* el conjunto de los vértices de la mesa Q.

La particula mévil tiene posicién ¢ € Q y vector de velocidad v € R?, que dependen del tiempo. Si g € Q,
entonces la particula se mueve libremente:

g=v y =0 (Iv.1.2)

donde los puntos indican las derivadas con respecto al tiempo. Podemos suponer que la particula tiene masa
uno, por lo que su momento es p = v, y las ecuaciones de arriba son Hamiltonianas, con funcién Hamiltoniana
H(p,q) = ||p||?/2. Cuando q € dQ, la velocidad v de la particula cambia discontinuamente, de acuerdo con
la clésica regla el dngulo de incidencia es igual al de reflexion. Por tanto, el nuevo vector (de salida) v
estd relacionado con el viejo (entrante) v_ por

vr = v — 2(v_,n(q))n(q) (IV.1.3)

Aqui (-,-) es el producto escalar y n(q) es el vector unitario de la normal entrante a la frontera 9Q en el
punto q.

Para usar la regla de reflexién (IV.1.3), necesitamos la normal entrante n(q), por lo que la regla no se
puede usar en puntos de ¢ € T'*, donde ese vector deja de existir (0 no estd univocamente determinado).
Para ser preciso uno debe definir n(g) con continuidad en los puntos de I'*, pero esto daria mds de una
normal n(g) en todos los vérticeds donde dos curvas diferentes I';,I'; C I" se encuentran con dngulo distinto
de 7, por lo que la dindmica estaria definida multiplemente. Y esto no es bueno. Més aun, adoptamos la
convencion estandar de que la reflexion no estd definida en ningin ¢ € I'*. Por tanto, cuando la particula
choca en un punto de I'* (llamado puntos singulares de la frontera), ella se para y la trayectoria deja de
existir. Obsérvese que este criterio general, elimina trayectorias donde la evolucién es continua -cuando dos
arcos de la frontera se cortan y tienen la misma tangente interior (un arco de circulo y su tangente, por
ejemplo) o cuando dos segmentos de recta se cortan perpendicularmente (ver Ejercicio IV.1). La razén de
esta convencién es que muchos resultados recesitan que la transformacién sea C'*¢ (ver Capitulo anterior)
CT¢y para esto se necesita que la curva sea C?*¢ (ver Lemma IV.1.1)

Ejemplo. Defina el dominio @ en coordenadas polares p,8 por @ = {0 < p < 1, § # 0}. Este es el circulo
unitario con un segmento radial eliminado. En este caso 9Q = {p = 1} U {6 = 0} consiste de dos curvas
suaves, y I'* consisste de dos puntos: el origen p = 0y el punto (p = 1,0 = 0). Observe que la linea § = 0 es
una “frontera interior” — las trayectorias del billar la chocan de los dos lados.

Hay una razén mas por la que la dindmica puede no estar definida. Esta es bastante peculiar y poco
intuitiva. Si la particula experimenta infinitas reflexiones en un intervalo finito de tiempo, entonces su
movimiento no puede ser definido méas alld del punto donde las reflexiones se acumulan. Por extrano que
parezca, esto puede suceder, sea cerca de un vértice de la mesa o aun donde 0@ es enteramente suave
(Halpern, 1977). Discutiremos los efectos de este extrano fenémeno mds adelante.

Espacio de fase. Ahora construimos el espacio de fase de nuestro sistema. La dindmica (IV.1.2)-(IV.1.3)
preserva la norma [v||, por lo que podemos estabecer ||v|| = 1. Entonces el espacio de fase (del flujo)
serd M = @ x S donde @ es la clausura de la mesa de billar Q, y S' es el circulo unitario de todas los
vectores velocidad 3. Para cada ¢ € 9Q los puntos (¢,v_) y (g, v, ) relacionados por (IV.1.3) son identificados

3En la literatura, una mesa de billar Q es a veces definida como la clausura de un conjunto abierto. Hay un pequefio problema
5 ] Yy 1%
con esa definicién puesto que no permitiria que dQ tuviera lineas “interiores” como la que hemos visto en el ejemplo de arriba.
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4. El grupo a un pardmetro de transormaciones (flujo) en M es denotado por ®¢, donde ¢ € IR es el tiempo
(v la longitud recorrida puesto que la norma de la velocidad es uno).

Es estandar en teoria ergédica reducir el estudio de flujos a transformaciones construyendo una seccién
transversal. Para el flujo ®¢, una hipersuperficie natural en M puede ser construida muy naturalmente con
la ayuda de la frontera de la mesa Q. Sea

M ={z=(q,v) e M: ¢ €0Q, (v,n(q)) > 0}. (IvV.1.4)

Esta es una subvariedad de dimensién dos en M. Consiste de todas las posibles velocidades salientes resul-
tantes de las reflexiones en 9Q. Claramente, cualquier trayectoria del flujo ®' cruza la superficie M cada vez
que se refleja en Q. Esto define la transformacién de primer retorno T: M — M por Tz = ®7(*)+0z donde

7(x) = min{t > 0: &2 € M} (IV.1.5)

La transformacion T es frecuentemente llamada transformacion de billar -billiard map- o transformacion de
colision -collision map. M es denominado espacio de fase de la transformacion de billar o espacio de colision
5

Denote 7 : M — I' la proyeccién canénica de M sobre I' = 8Q, y por p la distancia Euclidiana en R?.

El conjunto M es una unién finita de variedades compactas suaves M; (con frontera) pegadas a lo
largo de sus fronteras (remarcamos que M; incluye al conjunto de puntos que estdn saliendo de vértices y
apuntan hacia adentro de Q). Estd dividido en tres subconjuntos, correspondientes a las partes dispersoras,
focalizadoras o neutras de la frontera: M = M, U M_ U My con

My= |J My, M_= |J M, My= |J M.
o' CT oy oI, T = «:I';Cly

Introducimos coordenadas r, ¢ en M, donde r es el pardmetro longitud de arco en 0Q y ¢ € [—7/2, 7 /2]
es el angulo entre v y n(q). Estas coordenadas estéan orientadas como lo indica la Figura IV.1. El punto de
referencia en 9Q) (donde r = 0) puede ser elegido arbitrariamente (si 9Q tuviera mds de una componente
conexa habria que tomar origenes de la longitud de arco en cada una de ellas).

Figura IV.1: Orientacién de las coordenadas r y ¢.

Si la frontera OQ) es una curva cerrada (este es el caso cuando @ es un poligono, un disco o , para referirnos
a algo mas complicado -e interesante-, la cardioide definida en coordenadas polares p, 0 por p =1—cos 6,0 <
6 < 27), entonces M es, topolégicamente, un cilindro M = 0Q x [—7/2,7/2], y r es una coordenada ciclica.
Si Q) consiste de varias curvas cerradas (esto sucede si @) no es simplemente conexa), entonces M es la unién
de varios cilindros. En todos los casos OM = {|¢| = 7/2}. Sea

So ={l¢l=m/2} U{(g;v):q €T}

Este es el conjunto donde las transformacion de billar T tiene singularidades:

4Sobre las “fronteras interiores” la identificacién deben ser hecha separadamente de cada lado de la linea.

5Observe que si la mesa fuera abierta habrian trayectorias en que el tiempo va a infinito sin choques. En estas notas no
estudiaremos estos casos aunque tienen gran importancia en fisica y han sido bien estudiados cuando las fronteras son dispersoras
(gas de Lorenz, etc).
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Lema IV.1.1. Si la frontera 0Q consiste de curvas suaves C* entonces la transformacion T es C*~1 en
cada punto de x € M\ Sy tal que Tx € M\ Sp.

Demostracion. Sea x = (r,¢) € My Tx = (r1,$1). Denote, como en (IV.1.5), 7 = 7(z) el tiempo de retorno
(longitud de la trayectoria) entre  y T, y por K = K(r) la curvatura de la frontera 0Q en r (por lo
que el dngulo entre los vectores normales n(r) y n(r + dr) es K dr + o(dr)). De manera similar, ponemos
K, = K(r1). Recuerde las convenciones sobre los signos de las curvaturas.

Un detallado (pero elemental) andlisis geométrico, ilustrado en la Figura IV.2, da la derivada de T*

_ 1 TK + cos¢ T
D.T =  cos g1 ( TKK; + Kcos¢y + Ky cos¢g  TK; + cos ¢y ) (IV.L.6)

Observar que, puesto que cos ¢1 # 0y cos ¢ # 0, esta matriz estd definida y es no singular. De igual manera,
como la primer derivada de T involucra a la curvatura K de 9Q (relacionada con la segunda derivada de
I';), entonces la suavidad de T' es solamente C*~1. O

Figura IV.2: El célculo de DT observe que, infinitesimalmente, h = dr cos ¢, hy = —dry cos ¢1, a« = do+ K dr
(donde « es el angulo entre las lineas de rary y de r+dr ary +dry), hy =h+71ay dp1 = Ky dr, — a.

OBSERVACION IV.1.2. Es fécil calcular que |det DT'(z)| = cos ¢/ cos ¢1.

EJercicio IV.1. Probar que si dos segmentos de recta se cortan perpendicularmente, el flujo del billar se puede extender
continuamente para las trayectorias que llegan al vértice.

IV.2. Cuadrados y Circulos.

En el estudio de billares, ain ejemplos simples pueden exhibir propiedades dindmicas sorprendentemente
ricas. Comenzamos con dos ejemplos particularmente simples, concebidos para un lector completamente
principiante en el estudio de billares. Esta seccién debe ser leido -més atin que cualquier texto de matematica-
haciendo dibujos y céalculos simples.

Billar en un cuadrado Sea el cuadrado unitario @ = {(z,¥):0 < z,y < 1} con las leyes de movimiento
habituales en un billar.

Si la particula llega a un vértice del cuadrado @, la ley de reflexién (IV.1.3) no se puede aplicar por
haber dos normales n en el vértice. Por tanto la particula se detiene y la trayectoria termina. Estos casos
singulares los estudiaremos un poco después; ahora concentrémonos en las trayectorias regulares que no van
a los vértices.

Si vy = (ug, wy) denota el vector velocidad de la particula mévil en el tiempo ¢ (en las coordenadas x, y).
Si choca el lado vertical de @ en el tiempo ¢, entonces u; cambia de signo (w19 = —u¢—o) y w; se mantiene
incambiada. Si la particula choca con el lado horizontal de @), entonces w; cambia de signo (w9 = —wi—o)
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y u; se mantiene incambiada. Por tanto, wu; = (—1)"up y w; = (—1)"wg, donde m y n denotan el
nimero de colisiones en los lados verticales y horizontales, respectivamente, en el intervalo de tiempo (0, ).

Ahora haremos uso de un procedimiento muy usado en billares poligonales: en lugar de reflejar la trayec-
toria en un lado del cuadrado @ la continuamos como si el cuadrado hubiera sido reflejado por ese lado;
entonces la trayectoria continuara en linea recta a través de la imagen reflejada de Q. Reiterando este pro-
cedimiento tendremos que la trayectoria continia en linea recta a través de las multiples imagenes reflejadas
del cuadrado. Ver Figura IV.3. Esta construccién es llamada el desdoblamiento -unfolding- de la trayectoria
de billar. Para obtener la trayectoria original (verdadera) hay que plegar -fold- la cadena de copias adyacentes
de @ y volver a (Q misma.

/

/
/

Figura IV.3: Desdoblamiento de la trayectoria en el cuadrado. La trayectoria “real” es la del primer cuadrado
de la izquierda

Denotamos las copias de @) por

Qmn={(z,y): m<z<m+1, n<y<n+1} (IV.2.1)

Los cuadrados @, », con m,n € Z embaldosan (cubren con baldosas) -tile-, el plano entero R2. Cualquier
trayectoria de billar se desdobla en lineas rectas del plano, y cualquier recta del plano (que no pase por
puntos con coordenadas ambas enteras) se pliega en una trayectoria del billar. Una trajectoria pasa por un
vértice si y sélo si la correspondiente recta pasa por un punto de coordenadas enteras del plano.

La estructura de bloques @, con las correspondientes reglas de plegado es claramente periédica, y el
cuadrado 2 x 2, Q2 = {(z,¥):0 < z,y < 2}, juega el papel de un dominio fundamental —el plano entero
es cubierto por traslaciones paralelas de Q2. Por tanto la proyeccién estdndar de R? sobre @5 transforma
trayectorias desdobladas en trayectorias rectas del toro T 2 (que se obtiene por identificaciones de los lados
opuestos del cuadrado @3). El billar en el cuadrado unitario @ se reduce as{ al flujo geodésico en el toro
planoT Z,

El flujo geodésico en el toro es uno de los ejemplos estdndar en teorfa ergddica. [KH95, PM78]. Las
traslaciones en el toro, estudiadas en las Secciones 1.1 A.4, corresponden a la transformacién por el flujo
geodésico, con tiempo fijo (Cudl?). Sus principales propiedades son:

(a) si la trayectoria tiene pendiente racional, dy/dx € ®, entonces es periddica (va a lo largo de una geodésica

cerrada);

(b) si la trayectoria tiene pendiente irracional dy/dz ¢ @, entonces es densa (su clausura es todo el toro).
Esto se transforma en estas alternativas para la trayectoria de billar en el cuadrado unitario Q:

Corolario IV.2.1. Si wy/ug € Q, entonces la correspondiente trayectoria de billar en Q es periddica. Si
wo/ug ¢ Q, es densa.

El espacio de fase del flujo de billar en el cuadrado unitario Q es la variedad de dimensién tres M = Q@ xS*;
el flujo de billar ®! estd definido para todo tiempo —oco < t < oo en las trayectorias regulares. En las
trayectorias excepcionales (aquellas que pasan en algin momento por un vértice), el flujo sélo se define hasta
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que llega al vértice. El conjunto de las trayectorias excepcionales forma una unién numerable de superficies
en M.

Como ya sabemos (ver Ejercicio IV.1) en este caso podemos desembarazarnos de estas singularidades,
extendiendo el flujo por continuidad, de modo que si una trayectoria pasa por un vértice ella sea devuelta y
haga el recorrido inverso.

Esta extensién define el flujo de billar ®* en todo el espacio de fase M y lo hace continuo en todo punto.
Observamos, sin embargo, que tales extensiones bonitas, son posibles raramente, como veremos al estudiar
billares con fronteras algo mas complicadas.

Circulos. Sea ahora una mesa de billar circular: sea @ un disco de radio uno y centro en el origen. La
superficie M = 9Q x [—7/2,7/2] (con las coordenadas r, ¢) es un cilindro cuya base es un circulo de longitud
2m y altura 7.

Denote por ¢; = (x4, y:) las coordenadas de la particula mévil en el tiempo ¢ y por vy = (ug, wy) su vector
velocidad. Entonces su posicion y velocidad en el tiempo t + s es

Tigs = Tt + US,  Upgs = Ut Yets = Y¢ + WS,  Wips = Wy, (IV.2.2)

mientras la particula se mantenga dentro de @), o sea sin tocar su fronterad@.

Cuando la particula colide con 9Q), su vector velocidad es reflejado por la linea tangente a 0Q) en el punto
de colision. Ver Figura IV.4

Después de la reflexién la particula reasume el movimiento libre (IV.2.2) dentro del disco @, hasta
la siguiente colisién en la frontera 9@Q). Entonces rebota nuevamente, y asi sucesivamente. El movimiento
continud infinitamente, tanto en el futuro como en el pasado.

Por ejemplo, si la particula se mueve en un didmetro del disco, su vector velocidad se transformard en el
opuesto cada vez que la particula choque, y ella quedara moviendos a lo largo del didmetro. Otros ejemplos
de movimientos periddicos pueden ser facilmente encontrados por el lector, analizando los poligonos regulares
inscriptos en el circulo. Para ver como actia la transformacién T : M — M, considere x = (r,¢) € M. La
siguiente reflexién ocurre en el punto Tz = (r + 7 — 2¢, ¢), y la n-ésima reflexién en

"z = (r+n(r —2¢),¢)

En esta férmula r es tomada como una coordenada ciclica: r + n(m — 2¢) es tomada médulo 27. Varias

conclusiones surgen de inmediato.

(i) El dngulo de reflexién ¢ es mantenido por T', por lo que toda curva ¢ = const en M es invariante por T
Cada una de esas curvas es un circulo paralelo a la base del cilindro M.

(ii) La transformacién T restringida a cualquier curva ¢ = const la hace rotar un dngulo constante, ™ — 2¢.
Por tanto, T" actiia como una rotacién del circulo sobre cada curva invariante. Mas atin, el angulo de rotacion
cambia continuamente de circulo en circulo, disminuyendo de 27 en el circulo inferior ({¢ = —7/2}) a 0 en
el superior ({¢ = m/2}), por lo que de hecho los circulos inferior y superior son dejados fijos por T'. Por tanto
el cilindro M es “retorcido” -twisted- hacia arriba por T

(iii) La funcién tiempo de retorno 7(x) = 2cos ¢ (o sea la distancia entre dos choques) es constante en cada
circulo invariante ¢ = const, y todos los segmentos de trayectoria comenzando con un angulo dado ¢ son
tangentes a un circulo de radio R = sin ¢ concéntrico con la mesa de billar; ver Figura IV 4.

Si el angulo de rotacién m — 2¢ es un maultiplo racional de w (’T;‘ls = ™ con m,n € 7), entonces la
transformacién T en el circulo ¢ = const es periddica con periodo n. Mas atin, cada punto en este circulo es
periddico con el mismo periodo.

Si el 4ngulo de rotacién m—2¢ es irracional, (¢/m es un nimero irracional) entonces la rotacién es ergédica
respecto de la medida de Lebesgue (Ejercicio IV.11) y dnicamente ergddica, lo cual significa que la medida
invariante es unica (ver Teorema I.1.5 en Seccién I.1). Por tanto cada trayectoria es densa y uniformemente
distribuida en el circulo 6. En este caso los segmentos de trayectoria cubren densamente un anillo de la mesa
del billar con radio interior R = sin ¢ (ver Figura IV.4).

Cada trozo de trayectoria es tangente a un circulo interior. Ver Ejercicio IV.6. En la Figura IV.4 se ve
claramente que los segmentos de trayectoria se ven mas densos cerca del circulo interior del anillo. En otras

6Una sucesién de puntos z, € C de un circulo C estd uniformemente distribuida si para cada intervalo I C C se tiene
limy oo #{n:0 <n < N, an € I}/N = length(I)/length(C).
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Figura IV.4: Una trayectoria no periédica en el circulo.

palabras, los segmentos se focalizan en el circulo interior. Si nuestra trayectoria fuera el pasaje de un rayo
laser y la frontera de la mesa @ fuera un espejo perfecto, alli estaria “muy caliente”. Por esta razon el circulo
interior es llamado una cdustica (de la palabra “quemar”, en griego). En general, una cdustica para un billar
es una curva tal que si un trozo de trayectoria es tangente a ella, entonces la recta que contiene todo otro
trozo de la misma trayectoria es tangente a la ciustica.

Como la superficie M esta foliada por curvas invariantes ¢ = const, T no es ergodica. Cualquier conjunto
medible es unién de curvas T-invariantes. Otra manera de ver la no ergodicidad es encontrar funciones
invariantes no constantes. Una tal funcién es F': M — R definida por F(r,¢) = ¢ que es suave T-invariante
porque F(Tx) = F(x) para todo « € M.

Definicién 15. Si un sistema dindmico T : M — M admite una funcion suave no constante invariante por
T, entonces F es llamada una primer integral y T' se dice integrable.

SiT: M — M es integrable, toda superficie de nivel S. = {F(z) = ¢} es T-invariante, o sea, M puede
ser foliada por hipersuperficies. SidimM =dy T : M — M admite d — 1 integrales primeras Fy,..., Fy_1,
entonces M puede ser foliada por subvariedades T-invariantes de dimensién uno {Fy(z) = ¢y, ..., Fy_1(x) =
Cd—1}, donde ¢q,...,cq-1 € R.

Definicién 16. Si M puede ser foliada por subvariedades T-invariantes de dimensién uno (curvas), entonces
se dice que T es completamente integrable.

Por tanto el billar en un circulo es completamente integrable.
Las derivadas de T' y T™ para todo n € 7, se obtienen tomando ¢; = ¢, 7 = 2cos¢p y K = —1 en
(IV.1.6):

DT(z) = ( (1) *f ) DT (z) = ( é *27; ) (IV.2.3)

Esto implica, de inmediato que ambos exponentes de Liapunov son cero en cada punto x € M. Como
consecuencia, la entropia también es cero. Por lo que, para todos los estandares T no es cadtica.

Observe, sin embargo, que un vector tangente tipico crece por DT™ cuando n — oo, pero sélo lineal-
mente en n (y no exponencialmente). Las transformaciones en que la separacién de trayectorias cercanas es
tipicamente lineal, se dice que tienen comportamiento parabdlico (como opuesto a hiperbdlico, de acuerdo a
la definicién vista en el Capitulo anterior, o eliptico, como veremos més adelante).

Modificacién del billar circular. Denote Q, al semicirculo superior 22 + y? < 1, y > 0, y sea una
particula puntual que se mueve dentro de Q4 con choques en Q4 ; si la particula choca dQ+ en (1,0) o
(—1,0), reiteramos los razonamientos hechos con los vértices del cuadrado estudiado anteriormente.
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Este modelo se puede reducir al circulo unitario @ por plegamientos, como ya vimos en el caso del
cuadrdado.Sea Q@ = @\ @+ la imagen especular de Q4 a través del eje Oz. Cuando la particula choca con
el eje la trayectoria es reflejada, pero nosotros consideraremos su continuacién (imagen especular) debajo
del eje. Esta continuacién evolucionara en (J_ simétricamente a la trayectoria real en ()4 hasta que vuelva
a chocar al eje. Entonces ambas trayectorias “se juntardan” y moverdn juntas en )4 por un tiempo, hasta el
siguiente choque en el eje (una ird por Q_ y la otra por Q. ), etc.

Es importante observar que la segunda trayectoria (la imaginaria) nunca es reflejada en el eje, ella sélo
lo cruza, por lo que evoluciona como una trayectoria en el disco () completo. Entonces las propiedades del
billar en @4+ se deducen de aquellas ya discutidas para todo el disco Q). Este tipo de reduccién es comin en
el estudio de billares.

EJjercicio IV.2. En el billar en un cuadrado, mostrar que si ug # 0 y wo # 0 y la particula nunca va a un vértice, entonces se
dan las cuatro combinaciones, (fug, £wp), al considerar su trayectoria infinita.

EJERCcICIO IV.3. Mostrar que si m y n son pares, entonces el procedimiento de plegado del desdoblamiento del cuadrado (Figura
1V.3), lleva Qm,n nuevamente en Q = Qo,0 por traslaciones  +— & — m, y — y — n, y por tanto preserva la orientacién de x
e y. Si m es impar, entonces la orientacién de z es invertida (con més precisién, z — m + 1 — z). Si n es impar, entonces la
orientacién de y es invertida (y — n + 1 — y). Estas reglas no dependen de la trayectoria particular que haya sido desdoblada.

EJERCICIO IV.4. Probar que la trayectoria de billar en el rectdngulo R de lados a y b es periédica siy sélo si (awg)/(bug) € @Q; caso
contrario es densa. Sugerencia: transforme el rectdngulo en un cuadrado unitario, reescalando la coordenadas: (z,y) — (z/a,y/b).
Muestre que las trayectorias en R se transformaran en las de Q.

EJercicio IV.5. Extender el resultado anterior a billares en estos poligonos: tridngulo equildtero, tridngulo rectangulo isésceles,
tridngulo rectdngulo con dngulo agudo 7/6, y exdgono regular. Qué es comtn en estos poligonos?

EJjercicio IV.6. Probar que todo segmento entre dos colisiones sucesivas en el circulo de radio 1 es tangente al circulo menor
Sy = {22 + y? = cos?+}. Mostrar que si ¢/27 es irracional, la trayectoria llena densamente el anillo entre 9Q y Sy (ver
Figura IV.4). Mostrar que una trayectoria no puede ser densa en todo el disco Q.

EJERCICIO IV.7. Probar que en el circulo, T: M — M preserva toda medida definida por du = f(r, ¢) dr d¢ con f(r,d) = f(¢).

EJERCICIO IV.8. Mostrar que si se cambia la velocidad de la particula de la siguiente manera ||v||new = ¢ ||v||o1q con constante
nuevo viejo

c > 0, entonces la trayectoria se mantiene incambiada y se produce un simple reescalamiento del tiempo: g; =q. ~ and
nuevo _ ,,viejo
vy =wv, ' paratodote€ R.

EJErcICIO IV.9. Probar que las trayectorias periédicas en el medio circulo Q4 corresponden a las trayectorias periédicas en Q.
Observar, sin embargo, que el periodo puede diferir.

EJERCICIO IV.10. Investigar el movimiento del billar en un cuarto del circulo unitario 22 + 32 <1, z > 0, y > 0.

EJERCICIO TV.11. Demostrar que la rotacién en circulo invariante definida por las trayectorias del billar circular con éngulo
irracional con 7 son ergddicas. Sugerencia: Usar el Teorema A.4.3

EJERCICIO IV.12. Sea @ un anillo — un dominio limitado por dos circulos concéntricos. Describa el espacio de fase M del billar
en Q. Observe que T : M — M no es continua.

IV.3. Curvas Convexas y Estadios.

Estudiaremos en esta secciéon més ejemplos. Un poco mas complicados que los de la seccién anterior.
Ellipses. Considere ahora el billar en el interior de la elipse

x2 9
o) +y =1 (IvV.3.1)
con algin a > 1. La superficie M es un cilindro con base (IV.3.1) y altura 7.

Este billar tiene muchas propiedades geométricas bonitas. Por las pruebas, que en general son elementales,
pero rebuscadas, recomendamos [CFS82, Ta95, Bi27a]. Se puede también usar métodos de la geometria
proyectiva (el llamado Teorema de Poncelet -Ejercicio IV.13) para deducir muchas de esas propiedades, que
enunciamos a continuacion.

Los focos Fy y Fy de la elipse (IV.3.1), estan en el eje Ox. Si una trayectoria de billar pasa por uno de

los focos, luego de reflejarse en 9Q pasard por el otro foco, y asi sucesivamente (ver Ejercicio IV.13). Las
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Figura IV.5: La superficie M para el billar eliptico.

trayectorias que pasan por los focos son especiales. Ellas formas una curva cerrada en la superficie M (la
que tiene forma oo en la Figura IV.5).

Si la trayectoria cruza el segmento Fj Fy que une los focos, entonces luego de reflejarse en 9Q) ella cruza
ese segmento nuevamente. Tales trayectorias llenan dos dominios en M acotados por la curva con forma oo
(marcada en gris en la Figura IV.5).

Las demés trayectorias nunca cruzan el segmento FjF,. Cada vez que esas trayectorias cruzan el eje
mayor (el de las z), el punto de interseccién estéd fuera del segmento Fy Fy (alternadamente, a izquierda y
derecha de ese segmento). Tales trayectorias llenan dos dominios en M (las dreas blancas arriba y abajo de
la curva con forma oo en la Figura IV.5). Ver Ejercicio IV.14.

Hay dos 6rbitas periédicas distinguidas -una sobre el eje mayor (representada por los puntos de interesec-
cién de las dos ramas de la curva con forma oo) y otra sobre el eje menor (representada por los centros de
las dos partes grises de la curva con forma co).

Cada trayectoria que no pasa por los focos y distinta de la érbitas periddica en el eje menor tiene
una caustica (Figura IV.6). Para las trayectorias que cruzan el segmento F;F» las cdusticas son hipérbolas
confocales con la elipse (IV.3.1). Para las otras las cdusticas son elipses confocales e interiores a la del billar
(IV.3.1) (estas cdusticas elipticas generalizan los circulos concéntricos del billar circular estudiado en la
Seccién anterior).
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Figura IV.6: Trayectorias con caustica eliptica e hiperbdlica en el billar de la elipse.
Todas las trayectorias tangentes a una caustica eliptica estdn en una curva de M que es invariante
por T (“ondas horizontales” en el drea blanca de la Figura IV.5). Estas curvas invariantes aparecen como

deformaciones de las curvas invariantes ¢ = const del billar circular. Todas las trayectorias tangentes a las
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causticas hiperbdlicas estan en dos curvas de M, cada una dentro de una mitad de la curva con forma oo,
ambas invariantes por T2-. Por tanto, la superficie M estd completamente foliada por curvas invariantes.
En este sentido el billar eliptico es similar al circular -ambos son completamente integrables. Mas abajo,
estudiamos las ecuaciones de las curvas invariantes.

Sobre cada curva la transformacién T' (o T?) es conjugada a una rotacién del circulo (cuyo angulo se
llama ndmero de rotacién). Este nimero cambia continua y mondtonamente con las curvas invariantes (ver
[MOP96]). La curva especial con forma oo que separa las regiones con diferentes tipos de cdusticas (hperbdli-
cas y elipticas) es llamada unaa separatriz. También es invariante por T, pero no rota: cada trayectoria
comenzando en la separatriz converge (tanto en el futuro como en el pasado) a una de las rbitas 2-periddica
del eje mayor.

La féormula para la derivada de T en las coordenadas 7, ¢ es complicada y no nos diria mucho. Pero uno
puede elegir en M (excluyendo a la separatriz) un sistema de coordenadas curvilineas especial con un eje a lo
largo de una curva invariante, en el que la matriz DT sera triangular y tendrd unos en la diagonal. Entonces
uno puede facilmente deducir que los exponentes de Liapunov son cero (dado que estos no dependen del
sistema de coordendas ni de la métrica). Entonces la entropia también es nula y nuevamente, por todos los
estandares, la transformacién T no es cadtica.

El comportamiento de T, fuera de las separatrices y las 6rbitas periddicas distinguidas, es parabdlico, como
en el caso del billar circular. La trayectoria periédica del eje mayor es hiperbdlica, y sus variedades estable
e inestable estan en la separatriz; ver Ejercicio IV.15. La érbita peridédica del eje menor no es hiperbdlica ni
parabdlica.

Definicién 17. . Sea & un punto periddico (T"x = x para algin n > 1). Si la derivada DT™(x) tiene sdlo
valores propios simples complejos (no reales) en el circulo unitario, entonces el punto x es llamado eliptico.

Sidim M = 2, entonces la derivada de DT™ es una rotacion con algin angulo. En este caso un entorno de x
frecuentemente tiene curvas cerradas T"-invariantes (6valos semejantes a elipses, de allf el término eliptico).
Este hecho estd relacionado con la Teorfa KAM mencionada al final de la Seccién II1.3. Las trayectorias
periddicas del eje menor son elipticas (Ejercicio IV.15) y sus entornos estdn completamente foliados por
évalos T2-invariantes.

Por tanto, el billar dentro de una elipse despliega una combinacién de estructuras parabdlica, hiperbdlicas
y elipticas.

La elipse puede también ser parametrizada por la coordenada ¢ que es el dngulo del eje horizontal y = 0
con la tangente orientada a la elipse en el punto (z,y) . La ecuacién de nuestra elipse y su curvatura,
parametrizada por ¢ estan dadas por

1
e 1(p) = —a’y(p) tanyp,
v/ 1+ a?tan®
(1 + a®tan? p)'/2(1 + tan? ¢ + a? tan? p + a? tan p)
—a?(1 + tan? p)5/2

y(p) ==+

K(p) = :

La relacién entre 7 y ¢ es K(r)dr = —dp de donde obtenemos de inmediato que do/dp = —K(r)” " dg/dr.
El espacio de fase de nuestro billar eliptico puede ser parametrizado por dos conjuntos de coordenadas

(r,9) v (¢, ¢). Usando el segundo conjunto, definimos la funcién

sin? ¢ — €2 cos? a?—1

1—€2cos? [e= Y ® la excentricidad de la elipse], (Iv.3.2)

G(p,¢) =

es una integral primera de la transformacién de billar en la elipse: G es constante (< 1) a lo largo de las
érbitas de T' (Ejercicio IV.17). El espacio de fase del billar eliptico estd foliado por las curvas de nivel de G.

Para diversas aplicaciones es importante calcular la pendiente de las tangentes a estas curvas de nivel.
Daremos el resultado en las coordenadas (r, ¢). La pendiente de la curva de nivel G = G(z) en z = (r,¢)

esta dada por
dp  K(r)e®sin2p
=—=——"(1-0G). IvV.3.3
p(e) =G = S (1 0) (1V.3.3)
Las curvas de nivel en el espacio de fase se asocian (como ya fue observado) con las cdusticas. Por tanto
podemos dividir las curvas de nivel de G en dos clases: elipticas e hiperbdlicas.
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Definicién 18. Denote por € el conjunto de M que consiste de las curvas de nivel elipticas y por 'H, el
de las hiperbilicas. Los puntos de & tienen trayectorias con cdusticas elipticas, y los puntos en H tienen
trayectorias con cdusticas hiperbolicas.

Tenemos 0 < G <len&,y1—a? <G <0enH. En las trayectorias por los focos, cuya unién forma la
conexién silla del espacio de fase, tenemos G = 0.

Mesas convexas (suaves). Uno se puede preguntar si hay billares completamente integrables distintos de
los circulos y las elipses. La cuestién es conocida como la

Coﬁjetum de Birkhoff. Los unicos billares completamente integrables son los circulos y elipses.

Sorprendentemente, esta conjentura -que tiene mas de 70 anos- estd atin abierta. Aunque la mayoria de
los matemaéticos creemos que es cierta.

Por otro lado, los billares en mesas con forma oval, a pesar de no ser completamente integrables, tienen
muchas caracteristicas comunes con los billares en las elipses. En 1973 Lazutkin [La73] probé: si @ es un
dominio estrictamente convexo (la curvatura de la frontera nunca se anula) con la frontera suficientemente
regular, entonces existe un conjunto de medida positiva N C M que es foliado por curvas invariantes. El
conjunto N se acumula cerca de la frontera M. Todas las trayectorias que comienzan en N tienen causticas,
que son curvas convexas cerradas en el interior de (). Esta region es todo el espacio de fase en el caso del
circulo y el conjunto £ de la Definicién 18 en el caso de la elipse.

Naturalmente que el billar no puede ser ergédico porque v(N) > 0. Los exponentes de Liapunov de
puntos = € N son cero. Sin embargo, fuera de N la dindmica puede ser completamente diferente.

Originalmente Lazutkin demandd 553 derivadas continuas para su teorema, pero mas tarde R. Douady
[Dy82] probé que 6 eran suficientes (se conjetura que la curva podria ser C*). Esta mejora es consecuencia de
avances en el Teorema KAM. Existen ejemplos que muestran que por lo menos dos derivadas son necesarias
para la existencia de cdusticas 7. También, J. Mather [Mt82] probd que ain un tnico punto con curvatura
nula en un mesa convexa con frontera C? puede obstruir la existencia de cdusticas cerca de 9Q.

Stadium. Ahora modificaremos un poco la mesa de billar circular. Tome dos semicirculos de radio uno,
juntos, y separelos en direccién perpendicular al didmetro comin, una distancia 2¢. Una las dos mitades
separadas por segmentos paralelos. El dominio resultante es descripto por

Q={lyl <1, |z| <e+V1-y?}

Este es un dominio convexo con frontera C! (pero no C?). Recuerda a un estadio griego o romano, un
stadium.

L. Bunimovich fue el primero en introducir el estudio de los estadios en los setenta [Bu74, Bu79]. De-
scubrié este hecho impactante: el billar en el stadium tiene exponentes de Liapunov no nulos. Su entropia
es positiva. Més aun es ergddico, mixing e isomorfo a un shift de Bernoulli. Entonces uno puede perturbar
apenas el billar circular para obtener un sistema dindmico completamente cadtico.

Modificaciones similares se pueden hacer en las elipses. Se corta la elipse a lo largo del eje menor, se
separan las dos mitades en la direcciénn del eje mayor, y se juntan las dos partes con dos segmentoss
paralelos de longitud 2h. Se obtiene un stadium eliptico. Es hiperbodlico y ergédico para h > hyp > 0, donde
hmin depende de la excentricidad de la elipse [MOP96, DMMO03].

Hay otra manera de obtener billares cadticos por modificaciones de circulos y elipses. Tome un circulo y
corta una rebanado a lo largo de una cuerda (que puede ser arbitrariamente pequena) El billar en tales circulos
“truncados” es hiperbdlico y ergddico, como probé Bunimovich en [Bu74]. O tome la elipse (IV.3.1) y corte dos
rebanadas simétricas a lo largo de las lineas cut two symmetric slices along the linesy = £(1—h), 0 < h < 1.
El billar en esa elipse truncada es también hiperbdlico y ergédico [DelMO1].

Todos los billares en los stadiums son convexos con frontera C' (pero no C?). La transformacién T :
M — M es continua pero no siempre diferenciable. Hay puntos donde DT no existe (puntos singulares).
Estos son puntos x € M tales que Tz € I'*. En la Figura IV.7 se muestra el espacio de fase del stadium
eliptico con la parametrizacion de la curva comenzando en el extremo inferior de la semieplipse de la derecha.

"Billares convexos con fronteras C fueron estudiados por Hubacher [Hu87]. Sus derivadas segundas existen y son continuas
excepto en un conjunto finito de puntos donde sus limites laterales existen, pero la funcién curvatura es discontinua. Se prueba
que no existen cdusticas en un entorno de la frontera, pero se observa que pueden existir lejos de ella.
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Figura IV.7: Espacio de fase de la transformacién de billar en el stadium eliptico. m es la longitud de media
elipse. La curva gruesa indica el conjunto de puntos que van a uno de los puntos de contacto de una de las
media elipses y uno de los segmentos paralelos de la frontera.

Se ha dibujado una de las 4 curvas del conjunto de singularidades S* (ver Seccién IIL.5). Pareceria que las
singularidades de T siempre existen en los billares cadticos.
EJERCICIO TV.13. Sea @ una elipse con focos F1 and F2. Sea A € 0Q y L la tangente a 0Q en A. Probar que los segmentos AF}

y AF> forman 4ngulos iguales con la linea L (este es conocido en geometria proyectiva como Teorema de Poncelet). Sugerencia:
Use la propiedad caracteristica de la elipse: |AF;| + |AF2| no depende de A.

EJERCICIO IV.14. En el espacio M del billar eliptico marcar 5 rebotes sucesivos de distintos tipos de trayectorias. En particular
distinguir las trayectorias que avanzan en sentido horario de las que lo hacen en sentido antihorario, entre las que no cruzan el
segmento F1Fy.

EJERcICIO IV.15. (a) Sea x un punto 2-periédico de la transformacién de billar T'. Observe que entonces cos¢ = cos¢; = 1 en
la férmula (IV.1.6). Muestre que los valores propios de DT son complejos (no reales) si y sélo si
TKK1+K+ K1 <0 y (tK+1)(rKi1+1)>0
con la notacién de (IV.1.6).
(b) Probar que la 6rbita periédica en el eje menor de la elipse es eliptica.

(c) Probar que la érbita periédica en el eje mayor de la elipse es hiperbdlica. Describir con precisién sus variedades estable e
inestable.

EJERCICIO IV.16. Probar que la funcién G(p, ¢) definida en (IV.3.2) es una integral primera del billar eliptico.

EJjercicio IV.17. En la Figura IV.7, dibuje las otras tres curvas de puntos que tienen imagen en los puntos de contacto de una
media elipse y un segmento de recta.

IV.4. Medidas. Teorema de Oseledec

Medida Invariante. Las ecuaciones de Hamilton (IV.1.2) preservan la medida de Liouville dgdv en el
espacio de fase M, donde dg y dv son las medidas uniformes en Q y S', respectivamente. Uno puede
comprobar directamente (lo omitimos) que esta medida es también invariante en las reflexiones (IV.1.3).
Como la mesa @ es compacta, la medida dgdv en M es finita y puede ser normalizada; tendremos asi una
probabilidad

dp=c,dgdv  con ¢, = 2r|Q|)™Y

|Q)| es el drea del dominio Q.

La medida invariante p induce una medida T-invariante en M. Para hallarla, introducimos un sistema
especial de coordenadas en el espacio M. Para cada punto = = (q,v) € M sea s(z) = —méax{t < 0: ®!* 0z €
M}yy=(¢,v) =& @40z Claramente, s(z) es el tiempo transcurrido desde la reflexién anterior, ¢’ € 9Q
es el punto de reflexién, y v’ e el vector de velocidad saliente. Observamos que v’ = v, y el punto ¢’ y el valor
de s pueden ser determinados univocamente resolviendo la ecuacion ¢ — sv € 9Q. Sean r, ¢ las coordenadas
del punto (¢’,v') € M. Ahora la variedad M puede ser parametrizada por las tres nuevas coordenadas r, @, s.

Un corto razonamiento geométrico (ilustrado en la Figura IV.8) permite verificar que el volumen infinites-
imal en M puede ser representado por dqdv = cos ¢ dr d¢ ds. Entonces la medida p en M satisface

dp = c,cospdrdpds (Iv.4.1)
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Figura IV.8: Las coordenadas 7, ¢, s.

Como el flujo ®* tiene velocidad constante (igual a uno), entonces la medida cos ¢ dr d¢ es invariante por la
transformacién T : M — M. La normalizamos para obtener la probabilidad
dv =c,cospdrdp con c,=(2/0Q|)%
|0Q)| es la longitud total de la frontera 9Q (perimetro de Q). La invariancia de la medida por T también
se deduce de la Observacién IV.1.2 luego del Lemma IV.1.1, como se puede ver haciendo cambio de variable
al integrar directamente sobre cuaquier conjunto de Borel U C M:

cos ¢

S
CoSs @1

Lema IV.4.1. Eziste un conjunto M’ C M de medida total (v(M') = 1), en el que la transformacion T"
estd definida para todo n € Z. de igual mnera, hay un subconjunto M’ C M de medida total, en el que el
flujo Bt estd definidio para todo tiempo t € IR.

v(T(U)) =c, /T(U) cos @1 dridoy = ¢, /U oS @1 dr de = v(U).

Demostracion. T no esta definida en x € M sélo si la siguiente reflexion ocurre en algin ¢ € I'*. Tales
puntos x pertenecen a una unién finita o numerable de curvas suaves en M. Por lo tanto, los puntos z € M
cuyas imagenes para adelante o para atras por T alguna vez pasan al conjunto singular I'* estan en una
unién numerable de curvas suaves enn M, por lo que su medida total es cero. Esto prueba la primer parte
del lema.

El flujo ®¢ no est4 definido en # € M si la trayectoria por z o bien (i) pasa por un punto singular q € T'*
o bien (ii) experimenta infinitas reflexiones en tiempo finito. El conjunto de puntos de tipo (i) tiene medida
cero por la primera parte. Los del tipo (ii) también tienen medida nula como consecuencia de Teorema de
Poincaré. Ver Ejercicio IV.18. O

Billares en un toro. Una interesante modificacién del modelo de billar se obtiene tomando una mesa Q) en
el toro bidimensional T 2, en lugar de en plano IR?. Por ejemplo, sea D C T 2 un pequeiio disco y Q = T 2 \D.
Tal sistema puede ser pensado como un billar en el cuadrado unitario con condiciones peridédicas de frontera
como se ve en la Figura IV.9. En este caso el tiempo de retorno 7(z), como funcién en M, es no acotado.
Sin embargo, la transformacién T : M — M sigue estando bien definida: si € M el punto Tz € M siempre
existe; ver Ejercicio IV.19.

Involucién. El sistema dindmico (M, u, ®?) tiene una interesante propiedad llamada involucidn: para cada
z = (q,v) € M’ el punto I(z) = (¢, —v) € M’ satisface

3t (I(z)) = I(d'x)

para todo t € R. Por tanto, la involucién I: M’ — M’ anticonmuta con la dindmica ®¢, lo cual puede ser
escrito ®' o I = I o ®~*. Observe que I también preserva la medida p.

La transformaciéon T : M’ — M’ también admite una involucién, I;, definida por (r,¢) — (r,—¢).
Ella anticonmuta T: T% o I; = I; o T~* para todo k € Z. También I; : M — M preserva la medida v.
Suele representarse I; usando sélo el signo - y entonces la anticonmutacién se escribe, para x € M:
Th(—2) = -T7k.

Exponentes de Liapunov. Ahora probamos que el Teorema de Oseledec I11.2.1 se aplica a la transformacién
de billar T
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Figura IV.9: Un billar en un toro.

Teorema IV.4.2. Si el valor absoluto de la curvatura de 0Q estd uniformemente acotado, entonces el
Teorema de Osedelec se aplica a la transformacion de billar T

Demostracion. Necesitamos verificar que las funciones log™ | DT ()| v
log™ ||[DT~*(x)|| tienen integrales finitas en M. Por la propiedad de involucién, es suficiente hacerlo para
DT(z). Se deduce de (IV.1.6) que ||DT(z)|| < C/ cos ¢1, donde C > 0 es una constante. Entonces

cl,/ log™ [|DT(z)||dv < cy/ |log C + log cos ¢1| cos ¢ dop dr
M M

IA

|log C| +c,,/ | log cos ¢| cos ¢ do dr
M

donde hemos usado la invariancia de la medida v. Finalmente,

w/2

|0Q)] | log cos ¢| cos ¢ dg

—m/2
|0Q] (2 —log4) < o0

/ | log cos ¢| cos ¢ dop dr
M

El teorema estd probado. 0

OBSERVACION IV.4.3. La condicién en la curvatura de 9Q es necesaria. Katok y Strelcyn [KS86] dan un ejemplo de
una mesa de billar simplemente conexa cuya frontera es C°° en todo punto, excepto uno, en el que la curvatura se
va para infinito, para la cual [, log™ ||DT ()| dv = occ.

El Teorema de arriba asegura la existencia de dos exponentes de Liapunov, A (z) y A2(z), y los correspon-
dientes subespacios invariantes, E1 (z) y Ea(z), en casi todo punto x € M’. Observamos que si A1(z) # Ao(z),
entonces el dngulo A(z) entre las lineas E1(x) y Eo(x) estd definido. Por la Observacién II1.2.2,

1
lim —log~y(T"z) =0 (Iv.4.2)

n—+oo N
Corolario IV.4.4. A\ (z) 4+ A2(x) = 0 para casi todo x € M.

Demostracion. Sea un paralelogramo en 7, M con lados s1, s2 paralelos a Ej(x) y Ea(x), respectivamente.
Entonces su drea es sysesiny(z). Su imagen por DT™ es un paralelogramo similar en 7r», M con lados
s1(n), s2(n). Por tanto,

siny(T"x) s1(n) sa(n)

det(DT™ = V.43
(DT (w) = "l S 2 (1V.4.3)
También observamos que
1 si(n)
lim —1 =\ V4.4
Jm -~ . (2) ( )



para ¢ = 1,2. Considere el punto T"x = (ry,,¢,). Por la Observacién 1V.1.2, luego del Lema IV.1.1,
det(DT™(x)) = cos ¢/ cosp,. Sea A, = {x : cosyp > e}; el Teorema de Recurrencia de Poincaré implica
que pu(Ues0Ae) = 1, por lo que p({z : cosp,(xz) — 0}) = 0. Por tanto, det(DT™(z)) estd acotado entre 0
e infinito la mayor parte del tiempo. Ahora, tomando logaritmos en (IV.4.3), dividiendo por n, pasando al
limite con n — +o00, y usando (IV.4.2) y (IV.4.4) queda probado el corolario. O

Por tanto, casi todo punto x € M o bien tiene ambos exponentes de Liapunov nulos o bien es hiperbélico.

Un modelo mecéanico. Considere un sistema de dos particulas materiales de masas my y mo en el intervalo

unitario 0 < x < 1. Las particulas se mueven libremente y chocan elasticamente entre ellas y con las “paredes”

enz =0yx =1.Sean x; < x5 las posiciones de las particulas y uq, us sus velocidades. Suponga que z1 < zs.

Cuando una particula choca con una pared, simplemente cambia su velocidad. Cuando las dos particulas

chocan entre ellas preservan el momento total mju; + mous y la energfa cinética total (miu? + mou3)/2.
Ahora introducimos nuevas variables:

G =Tivm; Yy v = ¢ = ui/m; (IV.4.5)

para i = 1,2. El estado del sistema es descripto por un punto ¢ = (g1, ¢2) € R? (llamado punto de configu-
racién) y su vector velocidad v = (v1,v2). El conjunto de todos los puntos de configuracién (llamado espacio
de configuracidn) es el tridngulo rectangulo
Q={¢=(q1.92): 0< q1/\/m1 < q2/\/mz < 1}.
Se verifica facilmente (ver Ejercicio IV.20) que la trayectoria del sistema en @ es gobernada por las reglas
del billar (IV.1.2) y (IV.1.3). Por lo tanto, el estudio de este modelo mecédnico se reduce al estudio de la
dindmica del billar en el tridngulo @). Veremos m$ ejemplos de estas reducciones en la préxima Seccidén.

EJERCICIO IV.18. Mostrar que para p-casi todo punto x € M y todo T > 0 el “segmento” ®'z, 0 < t < T, contiene una
cantidad finita de reflexiones 0Q). Sugerencia: Es suficiente mostrar la misma propiedad para v-casi todo punto = € M, lo cual
se puede hacer con la ayuda del Teorema de Rec urrencia de Poincaré aplicado a la transformacién T': M — M.

EJERCICIO IV.19. Sea Q C T2 cualquier mesa de billar en el toro. Probar que para todo = € M su semiérbita ®tx, t > 0,
necesariamente corta 9@, por lo que Tz existe (aunque pertenezca al conjunto singular Sp). Sugerencia: Si la semidérbita no
cruzara 0Q), serfa o bien periddica o bien densa en el toro, see [PM78] or [KH95]. Ver Teorema A.4.3

EJjercicio IV.20. Verificar que la dindmica del modelo mecénico anterior corresponde a un billar en el tridngulo Q. Sugerencia:
La tnica parte no trivial es mostrar que las colisiones entre las particulas corresponden a reflexiones especulares en la hipotenusa
del tridnulo Q. Esta es la razén por la que los factores /m;, @ = 1,2, fueron introducidos en (IV.4.5).

IV.5. Billares en Dimensiones Mayores. Modelos

Esta Seccién es més avanzada que las anteriores: se recomienda andar mds despacio. Incluso puede
saltearse y seguir con la siguiente, pero luego volver, porque muchas de las motivaciones de los primeros
estudios de teorfa ergddica se reflejan en su contenido. Ver [?].

Sea Q una regién abierta acotada en el espacio R? o en el toro d-dimensional T d Suponga que la frontera
0Q =T es o bien una subvariedad suave C* (k > 3), (d — 1)-dimensional o consiste de un nimero finito de
subvariedes suaves C¥, (d—1)-dimensionales I', ..., 'y con frontera, de modo que vale (IV.1.1). Por ejemplo,
si @ es un poliedro de dimensién d, entonces 9Q) consiste de caras (d — 1)-dimensionales cuyas fronteras son
aristas (d — 2)-dimensionales. El conjunto I'* = 9T'; U - - - U dT'5 es nuevamente llamado el conjunto singular
de 0Q.

La particula del billar se mueve libremente dentro de @ de acuerdo con las ecuaciones (IV.1.2) y se refleja
el$ticamente en la frontera 9Q de acuerdo con la ecuacién (IV.1.3), a menos que g € I'*, en cuyo caso la
reflexién no es definida. Estas ecuaciones preservan la norma de ||v||, y fijamos |[v|| = 1. El dominio @ es
llamado ahora espacio de configuracion del sistema del billar.

Muchos resultados de las secciones anteriores se extienden a los billares multidimensionales con las mod-
ificaciones obvias. repetimos esos resultados brevemente, enfatizando las diferencias con los billares planos.

El espacio de fase del flujo es M = @Q x S9!, donde Q es otra vez la clausura del dominio del billar
Q, y S% ! es la esfera unitaria (d — 1)-dimensional de todos los vectores velocidad. Para cada q € 9Q se
identifican los puntos (q,v_) y (g, v+) relacionados por (IV.1.3).
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La dindmica del billar induce un flujo ®* en el espacio M que tiene una medida invariante du = ¢, dg dv,
donde dq y dv son las medidas de Lebesgue en @ y S?~1, respectivamente, y ¢, es el factor de normalizacion.
Es facil ver que

d—1)y—1
e = (1Q]-1577) (Iv.5.1)

donde |Q| es el volumen d-dimensional del dominio @ y |S?~!| es el volumen (d — 1)-dimensional de la esfera
Sa-1,
La medida p puede ser representada en un nuevo sistema de coordenadas de una manera similar a (IV.4.1):

dp = c,(v,n(q)) drdvds (IV.5.2)

donde r y s fueron mostrados en la Figura IV.8 de la Seccién IV.1. La coordenada ¢ en (IV.4.1) es reemplazada
por v € S9!y cos ¢ por (v,n(q)) (aunque por ser v, n(q) versores (de norma 1) ese producto interno también
representa el coseno del dngulo respectivo).

La seccién M del espacio de fase M sigue siendo definida por (IV.1.4). Observe que dim M = 2d — 2.
La transformacion del billar T : M — M y la funcién tiempo de retorno 7(x) en M se definen de manera
natural, de la misma manera que en la Seccién IV.1. Si las componentes suaves de la frontera 0@ son de
clase C*, entonces T' es C*~! en todos los puntos € M \ Sy tales que Tx € M \ Sp. Aqui

So =A{(q,v) € M : (v,n(q)) =0} U{(q,v) e M : ¢ €T}
La transformacion de billar T': M — M preserva la medida
dv =c,(v,n(r))drdv con ¢, = (]0Q| |B* 1)t (IV.5.3)

donde dr y dv son las medidas de Lebesgue en 0Q and S, respectivamente, ¢, es el factor de normalizacién
(que se calcula por integracién directa en M -lo dejamos como ejercicio), |0Q)| es el volumen (d — 1)-
dimensional de dQ y |B%"!| es el volumen (d — 1)-dimensional de la bola unitaria B4~! ¢ R~

Existe un subconjunto M’ C M de p-medida total en el que el flujo ®! estd definido para todos los
tiempos ¢ € IR. De igual manera, hay un subconjunto M’ C M de v-medida total en que T* esta definida
para todo k € ZZ.

La involucién I : M’ — M’ es definida como antes por I(q,v) = (g, —v); satisface la relacién (®' o I =
Io®~t) y preserva la medida p.

También T : M’ — M’ admite una involucién, Iy, definida por (r,v_) — (r,v4) en la notacién de
(IV.1.3). La involucién I; anticonmuta con T: T* o I} = I o T~F para todo k € Z, y preserva la medida v.

Si los valores absolutos de todas las curvaturas seccionales de 0@ estdn uniformemente acotadas, en-
tonces el Teorema de Osedelec se aplica a T y asegura la existencia de 2d — 2 exponentes de Liapunov
{A(x),..., Aag—2(x)} en casi todo € M. Como en Corolario IV.4.4, su suma se anula:

)\1(%) + -+ )\Qd_2($) =0 (IV54)

OBSERVACION IV.5.1. Un resultado mucho més fuerte que (IV.5.4) se puede obtener por medio de geometria sim-
pléctica. Todo billar es un sistema Hamiltoniano y preserva una forma simpléctica natural; por detalles, ver [LW95].
Se deduce que si ordenamos los exponentes de Liapunov, Ai(z) > -+ > Azq—2(x), entonces A;(z) + A2a—1-:(z) =0
para todo 1 <1 < 2d — 2 y casi todo x € M. Esto es llamado simetria de los exponentes de Liapunov.

Un modelo mecanico. Esta es una generalizacién del sistema de dos particulas de la Secciéon IV.4. Considere

n particulas puntuales de masas m1,...,m, en el intervalo unitario 0 < x < 1. Las particulas se mueven
libremente y chocan elasticamente entre si y con las “paredes” en z =0y z = 1. Sean z; < ... <z, las
posiciones de las particulas y uq,...,u, sus velocidades.

Introducimos nuevas variables:

G =Ti/my Yy U= G = Ui/ my

para i = 1,...,n. Entonces el estado del sistema es descripto por un punto ¢ = (g1, ..., ¢,) € R" (llamado
punto de configuracion) y su vector velocidad v = (v1,...,v,). El espacio de configuracién es una pirdmide

recta en IR™:
Q={q: 0<q/ymi <+ < qn/y/my, <1}
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Como en la Seccién IV.4, uno puede verifica que la trayectoria del sistema en () es gobernada por las reglas
del billar (IV.1.2) y (IV.1.3). Por lo tanto, el estudio del modelo mecénico de n particulas en el intervalo
puede ser reducido al estudio de la dindmica del billar en la pirdmide Q. Ver [CFS82], [?].

Esta reduccion tiene interesantes consecuencia. Por ejemplo, recuerde que la medida invariante du es el
producto de las medidas de Lebesgue tanto en la pirdmide @ como en la esfera (n — 1)-dimensional S7~!
de los vectores velocidad. Entonces para cada particula ¢ la distribucién de su velocidad v; es una medida
marginal de la distribucién uniforme en la esfera S?~!. La norma del vector velocidad v determina

vid 402 =Kn, K = const (IV.5.5)
Entonces la distribucién de cada v; tiene un limite cuando n — oo. Este limite es una medida Gaussiana con
media cero y variancia K: v; ~ N(0, K) cuando n — oo. La distribucién normal de vectores velocidad es
conocida como distribucion de Mazwell en mecénica estadistica y es caracteristica para moléculas de gases
y fluidos.

(IV.5.5) puede ser traducido en las variables originales ¢;,u;, y se transforma en una condicién para la
energia cinética total:

mlu% mnui Kn

y Tt T
K/2 es la energfa cinética media por particula. Ahora como v? tiene la misma distribucién de probabilidad
para todo i, también lo hace la energfa cinética m;u?/2 de cada particula. Este es un hecho importante:
cada particula (independientemente de su masa) tiene la misma distribucién (y, naturalmente, el mismo
valor medio, igual a K/2) para su energia cinética. Este hecho es conocido en mecénica estadistica como
equiparticion de energia —la energia total en un sistema de multiples particulas estd igualmente dividida entre
las particulas.

Gases de discos y bolas duras. El sistema de particulas moviéndose en el intervalo discutido arriba es un
modelo muy simplificado de un gas. Considere un modelo més real de n discos moviéndose en el plano, o n
bolas moviéndose en el espacio. Estos dos modelos son muy similares, por lo que los discutiremos en paralelo.
Por simplicidad, supongamos que todos los discos (bolas) tienen el mismo radio r y la misma masa m. Esta
simplificacién no introduce ninguna restriccién, sélo la hacemos para facilitar la presentacién analitica de
algunas relaciones y férmulas (ver la siguiente llamada a pie de pégina).

Cada disco (bola) se mueve libremente, o sea con velocidad constante, hasta que choca con otro disco
(bola). Cuando dos chocan, cambian su velocidad de acuerdo con las leyes de la colisién eléstica. Estas se
manifiestan asi. Suponga que dos bolas chocan. Denote por g; y g2 sus centros y por v; y vs sus vectores
velocidad en el momento de la colisién. Sea L la linea entre sus centros. Descomponemos v; = v? + v;-
para i = 1,2, donde v) es la componente del vector v; paralelo a L y vf es perpendicular a L. Las nuevas
velocidades, salientes, de las bolas, son:

nueva __ . L 0 nueva __ ., L 0
vy =vy tV ¥ U =vy + vy

En otras palabras, las bolas intercambian las componentes de las velocidades paralelas a la linea de los
centros y mantienen sus componentes ortogonales. Observamos que estas leyes implican la preservacion de la
energia cinética total > m/||v;||?/2 y del momento total > muw; del sistema de las n bolas (discos). También
observmos que una colisién de dos bolas duras con centros g1 and go puede sélo ocurrir si dist(¢1, g2) = 2r,
osea [|q1 — go* = (2r)*.

El sistema de n bolas (discos) moviéndose en el espacio abierto (o en el plano) sin paredes no es dindmi-
camente muy interesante. Es intuitivamente claro que el nimero de choques es siempre finito, y que luego
de la 1ltima colisién las bolas se iran libremente para siempre. Mds atn, el niimero de colisiones entre n
bolas en el espacio abierto estd uniformemente acotado por una constante que sélo depende de n. este tltimo
resultado fue probado muy recientemente — en 1998 — por Burago, Ferleger and Kononenko [BFK98b]; ver,
maés abajo, Corolario ?77.

Consideremos n bolas o discos moviéndose en un dominio acotado cerrado R, llamado el contenedor (o
reservatorio). Las bolas (discos) chocan eldsticamente entre ellas y con las paredes del contenedor. Si la
bola con centro ¢ toca a la pared en el punto w € OR, entonces descomponemos su vector velocidad como
v =v"4+v", donde v° es una componente paralela a la linea pasando por ¢ y w, y v+ es perpendicular a esa
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linea. La nueva velocidad, saliente, de la bola es v™°"* = p — 9. Note que esta regla preserva la energia

cinética total del sistema, pero no preserva el momento total.
Ahora reducimos el sistema de n bolas duras en el contenedor R a un billar. Denotamos ¢; = (¢}, ¢7, ¢})
el centro de la iésima bola y v; = (v}, v?,v3) su vector velocidad, 1 < i < n. Para discos en el plano tenemos

1) Y

dos coordenadas en lugar de tres. Todo el sistema puede ser descripto por el punto de configuracién

q= (a1, ¢}, d} a3, .. q2,q3) € R*™

y su vector velocidad
v=(vi,v?, 03,08, ..., 0 03) € R™ (IV.5.6)

(para sistemas de discos hay que reemplazar 3n por 2n).
Observe que g € R™. No toda la regién R™ (R es el contenedor) es alcanzable por el punto de configuracién
q: las bolas no pueden sobreponerse. Esto requiere la exclusién de la configuraciones que satisfacen

(@ —a))* + (¢ — ¢7)* + (@ — 47)* < (2r)? (IV.5.7)

para 1 < i < j <n (aqui 7 es el radio de las bolas). La desigualdad (IV.5.7) determina cilindros esféricos
en R?", que denotamos Cj;. Para el modelo de los discos duros en el plano, obtenemos cilindros circulares
Ci; en R?". Los cilindros Cij, 1 <1 < j < n, contienen todas las configuraciones prohibidas de las bolas
(discos), por lo que deben ser sacados del espacio accesible. Como consecuencia obtenemos un dominio menor
Q = R"\ U;%;C;;1; este dominio Q) es llamado espacio de configuracion del sistema.

Ahora se puede inspeccionar directamente (se lo dejamos al lector; es mds bien tedioso) que la trayectoria
del punto de configuracién ¢ en @ es gobernada por las reglas del billar (IV.1.2) y (IV.1.3). Las reflexiones
especulares en la superficie de los cilindros C;; corresponden a las colisiones entre las bolas 7, j. Por tanto,
el estudio del modelo mecanico de las n bolas o discos es reducido al estudio de la dindmica de billar en el
dominio Q. La conservacién de la enrgia cinética total Y, m|v;]|?/2 es equivalente a la preservacién de la
norma ||v|| del vector velocidad. (IV.5.6).

El conjunto de singularidad I'* contiene todas las intersecciones de las superficies cilindricas 9C;; entre
si. Tales intersecciones corresponden a las colisiones de tres o més bolas. El resultado de tales colisiones
miutiples no es definido. Nuestra regla general es ignorar las trayectorias que pasan por I'*.

El gas de las bolas duras es un modelo clasico en fisica estadistica. Su estudio se remonta a L. Boltzmann
en el siglo XIX. Muchas leyes de la fisica habian sido enunciadas para gases de bolas duras, y luego verificadas
experimentalmente para otros gases. Boltzmann fue el primero en enunciar la célebre hipdtesis ergddica. El
supuso que los gases de bolas duras son, en general, ergédicos y usé esta suposicion para justificar las leyes
de la mecénica estadistica (en un nivel “heuristico”). Desde entonces, permanece como un gran desafio
para fisicos y matemaéticos probar esta hipdtesis, asi como hacer uso de la ergodicidad para construir los
fundamentos matematicos de la mecadnica estadistica.

Al comienzo de los 60, Ya. Sinai estudié una versién especifica del modelo de Boltzmann —el gas de n
bolas (o discos) duras en el toro Td, d > 2. En este caso el contenedor R es un toro, por lo que no hay
paredes (OR = ). Por tanto, las bolas sélo chocan entre ellas, por lo que ademés de la energfa cinética total,
se conserva el momento total. Sinai conjeturé que si uno establece que el momento total es cero y fija el
centro de masa, entonces el sistema reducido resultante deberia ser ergédico.

Intentos por probar la conjetura de Boltzmann-Sinai se extendieron por 40 anos, y tuvieron una colorida
y a veces dramética historia descripta en [Sz96]. Ver también [Sz00]. Importantes avances se han hecho con
trabajos recientes de N. Simanyi and D. Szész [SS99, Sm99]. Pero esta solucién estd mucho més alld de los
objetivos de estas notas.

Gas de Lorentz . He aqui otro modelo popular en fisica. Imagine una particula puntual moviéndose
entre bolas rigidas fijas en el espacio R®. Las bolas son del mismo radio r. Pueden ser colocadas o bien
aleatoriamente o bien formar una estructura regular del tipo de un cristal (por ejmplo sus centros pueden
estar colocados en los sitios de la red Zg). Las bolas no se mueven, sélo la particula puntual se mueve entre
ellas y choca con las bolas elasticamente. Las bolas actian como obstaculos.

Este modelo fue introducido por H. Lorentz en 1905 [Lo05] para el estudio de electrones en metales. La
particula puntual mévil representaba a los electrones y las bolas jugaban el papel de las moléculas de metal.
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Cuando la bolas son colocadas en los sitios de una malla regular, el gas de Lorentz se dice periddico (como
opuesto a aleatorio). Aqui sélo trataremos gases periddicos de Lorentz.

En lugar de bolas, podemos colocar otros objetos idénticos en los sitios de la malla, y requerir que la
particula choque las fronteras de los obstaculos elasticamenelly. Los cuerpos pueden tener formas ctbicas
o poliédricas més generales. Varias modificaciones de este modelo son estudiadas en fisica [?]. Uno puede
también definir el gas de Lorentz en el plano; en este caso los obstaculos bidimensionales estan colocados en
los sitios de una malla bidimensional, por ejemplo, Z2.

Figura IV.10: Un gas periédico de Lorentz.

Ahora reducimos el gas de Lorentz a un billar. En realidad es “casi” un billar, porque el dominio accesible
por la particula moévil no es acotado y tiene volumen infinito. Esto puede ser evitado facilmente. Como los
obstaculos estan colocados en los sitios de una malla, su estructura es periédica, y uno puede encontrar un
dominio fundamental D, cuyas traslaciones paralelas pueden cubrir todo el espacio. El dominio D contiene
unos pocos (a veces uno) obstaculos, y todos los otros obstdculos son obtenidos por traslaciones paralelas
de aquellos en D. La Figura IV.10 muestra un gas periddico de Lorentz en el plano, en el que discos fijos
forman una matriz periédica, y el dominio fundamental es un cuadrado conteniendo un disco.

El movimiento de la particula puede ser proyectado al dominio fundamental D, y obtener un sistema
de billar en D con condiciones de frontera periddicas, o sea un billar en un toro ’][‘d, d = 2,3. El dominio
del billar @) se obtiene removiendo uno o varios obstaculos del toro. Tal ejemplo fue ya mostrado en la
Figura IV.9 de la Seccion IV.1.

IV.6. Otras Propiedades (Geométricas

En esta Seccién estudiaremos dos propiedades de billares que tienen naturaleza més geométrica que
dindmica, aunque la primera involucra a la medida invariante.

Paso libre medio. Recuerde que la funcién 7(z) en M es el tiempo de retorno del flujo del billar, que define
a la transformacion T': M — M, o el tiempo entre dos reflexiones en los puntos z y Tz. Como la velocidad
de la particula tiene médulo uno, 7(x) también es igual a la distancia en @) entre esos puntos de reflexion,
que es llamado paso libre de la trayectoria del billar. Queremos estimar el paso libre medio, o sea el valor
asintético

#(z) = lim 7(x) +7(Tx) + - +7(T" 12)

n— oo n

(Iv.6.1)
por el Teorema Ergédico de Birkhoff-Khinchin, el valor 7(z) existe casi todo punto en M y su valor promedio
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es

T = /M 7(z)dv(z) = /M 7(z) dv(zx). (Iv.6.2)

Si la transformacién de billar T' es ergddica, entonces, la funcién 7(z) es constante casi todo punto e igual a
T.
El céalculo de 7, en término de caracteristicas del dominio @), es extraordinariamente simple. Escribimos

7(z) = fOT(m) ds donde s es el pardmetro introducido en (IV.5.2), entonces

= [ st = [ | " o) dsdr do

Entonces usamos la identidad (IV.5.2) y obtenemos
T=— [ du=— (IV.6.3)

Usando anora (IV.5.1) y (IV.5.3) completamos el calculo:

Q[ - 15"

ol B (IV.6.4)

7=
Observamos que el paso libre medio entre colisiones sélo depende del volumen del dominio @) y del area de
su frontera, pero no de su forma.

En particular, para billares planos d = 2, tenemos |S!| = 27, |B!| = 2, y la férmula (IV.6.4) se vuelve
muy simple: T = %.

La férmula (IV.6.4) es bien conocida en probabilidad geométrica y geometria integral. Su versién plana
es frecuentemente llamada férmula de Santald, porque apaecié por primera vez en el libro [Sa76].

Por ejemplo, considere otra vez una mesa de billar ) en el toro unitario T 2 donde un pequeiio disco D de
radio 7 es removido, como se ve en la Figura IV.9. Claramente, para pequeno r la particula del billar puede
moverse libremente por largo tiempo sin colisiones con el disco D, y la funcién 7(z) puede tomar valores
arbitrariamente grandes. La férmula de Santal6 (??) da su valor medio:

_ m(l—mr?)  1—7r?
T = =
27r 2r

o sea que el paso libre medio es asintéticamente igual a Q—IT cuando r — 0. Veremos mas adelante que T es
ergddica en ese ejemplo, por lo que 7(x) = 7 casi todo punto.

Como un sistema mucho mas complicado, considere un sistema de N bolas duras en el toro d-dimensional.
Se reduce a un billar en el dominio multidimensional @ cuyas fronteras consisten de cilindros (recorda:
dim @Q = Nd). El paso libre medio entre colisiones puede ser estimado por (IV.6.4). Esto requiere calcular el
volumen de @ y el drea de la frontera. Esta es una tarea dificil pero realizable, que fue hecha en [C97]. La
expresion final coincide con la clasica férmula de Boltzmann para el tiempo de inercolisién media usado en
fisica estadistica durante décadas. El lector interesado puede recurrir a [C97] y a las referencias alli citadas.

Estimaciones del niimero de reflexiones. Consideraemos el siguiente problema: dado un trozo de trayec-
toria de billar de longitud L, cudntas reflexiones en 0Q) pueden haber en ese trozo? En particular, puede el
nimero de reflexiones, n, ser infinito? Mostramos en al Seccién IV.1 que n < oo con probabilidad uno. Pero
desde un punto de vista geométrico, a uno le gustaria saber si n puede ser alguna vez infinito, y cuan grande
puede ser n. Estas preguntas también surgen en el estudio de propiedades ergddicas de billares.
Comenzamos con un caso simple: una trayectoria de billar moviéndose entre dos lineas, l; y l2, que se
intersecatan en un punto A con dngulo « > 0, ver Figura IV.11. Llamamos @ al dominio (infinito) limitado
por esas lineas. Cuando la trayectoria corta una de esas lineas, digamos l1, se refleja, pero su imagen especular
a través de [; continuarda moviendose derecho del otro lado de l;. Seguiremos la imagen especular, en lugar
de la trayectoria misma. Continuard moviéndose en un dominio (1 que es la imagen especular de @ a través
de la linea [;. Cuando nuestra trayectoria corta a la otra linea I, su imagen especular también corta el otro
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lado del dominio @1, etc. Estaremos reflejando los dominios @; a través de sus lados y siguiendo la linea
recta de las imagenes especulares de nuestra trayectoria. Esto lucird como un cuarto de espejos en un parque
de entretenimientos, con muchos reflexiones en distintos espejos. Este método de reflejar la mesa de billar
Q@ a través de sus lados e ir siguiendo las imagenes de la trayectoria es el desdoblamiento — unfolding, ya
introducido en la Seccién IV.2.

Figura IV.11: El desdoblamiento —unfolding— de una trayectoria de billar.

En la Figura IV.11 queda claro que el angulo total en las imagenes desdobladas Q1,Qs, ..., entre la
primera y la ultima reflexién no puede exceder 7, por lo que

n<E+1
o

Esta simple estimacién da una cota superior para el nimero de reflexiones en (). Notamos que esta cota es
uniforme: es la misma para todas las trayectorias de billar en Q.

La estimacién anterior tiene una versién multidimensional. Suponga que varios hiperplanos en R%, d > 2,
se intersectan en un punto A, de modo que forman un“angulo poliédrico” con vértice en A. Ya. Sinai
probé en 1978 [Si78a] que el nimero de reflexiones de cualquier trayectoria de billar dentro de tal dngulo
estd uniformemente acotada, la cota depende s6lo de la configuracion de los hiperplanos.

Es mas dificil obtener estimaciones del nimero de reflexiones en billares con fronteras curvilineas.
Aqui tenemos dos casos distintos. Uno es un dominio () con fronteras convexas, como un disco en un plano
o una bola en R?. Cerca de una frontera convexa dQ, un corto trozo de trayectoria puede experimentar un
cantidad arbitraria de reflexiones. Esto sucede cuando el vector velocidad v en un punto de reflexién ¢ € 0Q
es casi tangente a la frontera 0Q). Tal trayectoria simplemente “resbalara” a lo largo de 0Q experimentando
muchas colisiones “rozantes” con 9@ en rapida sucesion.

Incluso es posible construir mesas de billar convexas Q C IR? en que una corta trayectoria experimente
un numero infinito de reflexiones que se acumulan en un punto de 9Q en que la curvatura se anula. Tales
ejemplos “anémalos” fueron encontrados por Halpern [Hn77].

Por lo contrario, cuando la frontera de @ is concava (convexa hacia afuera), el niimero de reflexiones
puede ser acotado. Para imaginarse una mesa de billar con frontera céncava, tome un poligono y arquée unn
poco cada lado hacia adentro. O recuerde la mesa en un toro en que se ha sacado un disco; ver Figura IV.9.

Es claro que cerca de una pieza suave céncava de 9@ cualquier trayectoria corta puede tener una sola
reflexién. Considere ahora un vértice A donde se encuentran dos (o més piezas céncavas de 9Q). Estimaciones
del ntimero de reflexiones cerca de tales vértices han sido muy estudiadas por Galperin [Ga81], Vasserstein
[Va79] y otros. aqui presentamos la estimacién més general obtenida por Burago, Ferleger & Kononenko en
1998 [BFK98Db).

Para definir un vértice en R?, uno puede considerar una cantidad finita de subconjuntos cerrados convexos
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B; c R, i=1,...,n, cuyas fronteras son hipersuperficies C' y definir un dominio de billar
Q =R\ (UL, B:) (IV.6.5)

Es suficiente suponer que B := Q N (N%_,B;) # (| y considerar trayectorias de billar cortas cerca de B (el
conjunto B juega el papel de un vértice).

Para cualesquiera dos puntos X,Y € @ denotamos T'(X,Y) el trozo de trayectoria de billar que comienza
en X y termina en Y (si existe una), y por |T(X,Y)| su longitud. El siguiente lema compara |T'(z,y)| con
la distancia de X e Y al “fondo del vértice” — el conjunto B.

Lema IV.6.1 (Lema de Comparacién). Para cada X,Y € Q y cada A € B
XA+ [AY| = |[T(X,Y)]

La desigualdad es estricta si una de las reflexiones ocurre en una parte estrictamente concava de la frontera

de Q.

Demostracion. Denote X; € 0Q, i = 1,...,k, los puntos de reflexién de la trayectoria T(X,Y) y ponga
Xo = X, Xp+1 = Y. Considere la superficie triangulizada por los tridngulos AX;X;11, 7 = 0,...,k. Sea
AXoX] X C R? el desdoblamiento -unfolding- (o desarrollo) de esta superficie al poner esos tridngulos
en un plano con lados adyacentes, ver Figura IV.12. En el Ejercicio IV.21, se prueba que la curva v =

Xo -+ Xp+1 es convexa: para cualquier ¢ = 0, ..., k ella queda de un lado de la linea X; X, 1 (opuesta al punto
A’). La convexidad de v implica |XA| + [AY| = [XJA'| + |A' X}, | > S8 |1XIX | = S0 o 1XiXi| =
T(X,Y)]. O

Figura IV.12: El desarrollo de una superficie triangulizada del plano.

Teorema IV.6.2 ([Ga81], [Va79]). Para cualquier trayectoria de billar de longitud finita en Q el nimero
de reflexiones es finito.

Demostracion. Suponga lo opuesto — una trayectoria comenzando en X € @ tiene infinitas reflexiones que
se acumulan en un punto A € B (si A ¢ B, podemos remover algin B; de nuestra construccién). Sean
X1, X, ... los puntos de reflexién, y X; — A cuando ¢ — oo. La longitud del segmento X1 A es menor que la
longitud |T'(X1, A)| de la trayectoria entera entre X7 y A. Por lo tanto podemos encontrar X}, suficientemente
cerca de A de modo que | X1 A| + |AX| < |T(X1, Xk)|, lo cual contradice el Lema de Comparacién. O

Una cota uniforme en el niimero de reflexiones requiere algunas condiciones més en el dominio del billar.
En efecto, si el vértice A de una mesa de billar plano @ C IR? con frontera céncava forma una cispide,
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formada por dos curvas céncavas tangentes en A, entonces una corta trayectoria de billar puede tener una
cantidad arbitraria de reflexiones cerca de A; ver Ejercicio IV.22. Por tanto, es necesario algin tipo de
transversalidad de las B;’s en su interseccién B. tal condicién fue encontrada en [BFK98b:

Definicién 19. Un dominio de billar Q dado por (IV.6.5) es no degenerado en el subconjunto U C R? con
constante C > 0 si para cada I C {1,---,n} y para cualquier y € (UNQ) \ (NierB;)

max M 2C
kel dist(y, NierB;) —

siempre que N;c1B; sea no vacio.

Groseramente hablando, esto significa que si un punto estéd d-cerca de toda pared de I, entonces estd d/C-
cerca de su interseccién.

Teorema IV.6.3 ([BFK98b]). Sea un billar Q semidispersor no degenerado en un dominio abierto U C
R Entonces, para cualquier punto x € U existe un numero M, < co y un entorno menor U, de x tales
que toda trayectoria de billar entrando en U, lo deja, haciendo no mds de M, colisiones con la frontera 0Q).

El sistema de N bolas duras de masa y radio arbitrarios en un espacio abierto R? puede experimentar
no mds de un cierto niumero M < oo de colisiones. Aqui

N2
Mméix Tmax 3
M = (32 —— N2
Mmin Tmin
donde Mmsx Y Mmin SON las masas mArimo y minimo, Y Tmaxy Tmin SON l0s Tadios mdximo y minimo de las
bolas, respectivamente.

Es importante observar que todos los resultados anteriores admiten pruebas geométricamente bastante
elementales; ver [BFK98b].

EJERCICIO IV.21. Probar que la curva y = X --- Xllc+1 definida en la prueba del Lema de Comparacion es convexa. Sugerencia:
Observe la relacién entre el “desarrollo” de la linea tangente en X; y la linea de desdoblamiento A’X/ y use el hecho de que el
angulo de reflexién es igual al d4ngulo de incidencia.

EJERCICIO TV.22. Sea Q C IR? una mesa de billar con un vértice A en el que se tocan dos componentes céncavas 71,72 C 9Q
de la frontera, formando una cuspide (las curvas se encuentran con éngulo cero). Mostrar que una trayectoria de billar corta
puede experimentar una cantidad arbitraria de reflexiones en 9Q cerca del punto A. Sugerencia: Considere una linea tangente
comun L a1 y 72 en Ay comience la trayectoria en L N @ con vector velocidad inicial apuntando casi, pero no exactamente,
hacia A. Muestre que en cada reflexién la direccién del vector velocidad va cambiando una cantidad arbitrariamente pequena,
por lo que lleva una cantidad arbitrariamente grande de reflexiones hacer que trayectoria se de vuelta y comience a alejarse de

A.
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Capitulo V

Billares. Hiperbolicidad

Los billares cadticos estan caracterizados en primer lugar por la no anulacién de sus exponentes de Lia-
punov, y luego por la entropia positiva, la ergodicidad, el mixing y la propiedad Benoulli. Nos restringiremos a
billares planos, o sea d = 2; como ya fue observado en la Seccién IV.5, la teoria de billares multidimensionales
estd menos desarrollada.

V.1. Frentes de Onda y Conos.

Recuerde que los exponentes de Liapunov de una transformaciéon 7' : M — M son propiedades de vectores
tangentes u € 7M. Estos admiten una representacién geométrica explicita en los sistemas de billares. En
cualquier variedad, un vector tangente v € 7, M en un punto x € M puede ser representado por una curva
infinitesimal v C M que pasa por z con direcciéon w. En un billar, las trayectorias de los puntos y € ~, al
dejar la frontera Q) y entrar en el dominio @), definen una familia a un parametro de lineas orientadas, que
llamaremos un haz de rayos (frente de onda).

Por otro lado, un cono C' € IR? (ver definicién en Seccién I11.4) puede ser concebido como un subconjunto
cerrado y conexo del espacio proyectivo IP'. Dada una coordenada proyectiva o de IP*, podemos identificar
C' con un intervalo cerrado de valores de .

Coordenadas relacionadas geométricamente con familias de trayectorias de billar pueden ser particular-
mente utiles y hacer que las pruebas de muchos resultados de la teoria de billares resulten mas transparentes.
La coordenada que usaremos serél tiempo de focalizacion de familias infinitesimales de trayectorias. En esta
Seccién, después de analizar frentes de onda empezando por los referidos a billares dispersores (siguiendo de
alguna manera la evolucién histérica del concepto), estudiaremos en general la evolucién de los frentes de
onda, daremos una definicién precisa de tiempo de focalizaciéon de un vector y discutiremos algunas de sus
propiedades.

Frentes de onda. Muchas veces es més conveniente trabajar con haces de rayos en el dominio ) que con
curvas v en M. Tomemos una seccién ortogonal de ese haz, que pasa por el punto x = (¢, v). La llamamos X,
ver Figura V.1. Es una curva @) que intersecta cada rayo del haz perpendicularmente. Los vectores velocidad
de los puntos de la curva son entonces perpendiculares a ella. Por tanto, ¥ es una curva suave equipada con
una familia de vectores normales apuntando en la direccién del movimiento. Por ello llamamos a ¥ un frente
de onda, término que se pidié prestado de la fisica.

La curvatura del frente ¥ juega un papel crucial en nuestro analisis. El signo de la curvatura se elige
de acuerdo a la siguiente regla. Si el frente 3 es divergente, como se muestra en la Figura V.1, entonces su
curvatura es positiva. Si el frente es convergente, su curvatura es negativa. Si el haz es de lineas paralelas (el
frente ¥ es perpendicular a ellas), entonces la curvatura es nula, y diremos que el frente es neutro.

La curvatura de la frontera 0Q) jugard un papel igualmente importante. Recordar nuestra convencién
en Seccién IV.1: la curvatura de la frontera es positiva si es céncava (convexa para dentro, dispersora) y
negativa si es convexa.
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Figura V.1: Un frente de onda divergente en un billar de Sinai.

Definicién 20. Si todas las componentes de la frontera 0Q son dispersoras, se dice que el billar es dispersor.
Si1 0Q consiste de curvas dispersoras y neutras, se dice que el billar es semidispersor.

Los billares dispersores son también llamados billares de Sinai, porque fueron introducidos por Ya. Sinai
en 1970 y asi comenzé el estudio matematico de los billares cadticos.

Es geométricamente evidente que cuando un haz neutro (paralelo) de rayos llega a una componente
dispersora, los rayos salientes (luego de la reflexién) forman un haz dispersor. Es también facil ver que en
las siguientes reflexiones en componentes dispersoras el haz se “abrird” ain més, y sus rayos rapidamente
divergerdn entre ellos; ver Figura V.1. Esta es la principal razén para el crecimiento exponencial de los frentes
de onda en los billares dispersores, que se traduce en la existencia de exponentes de Liapunov positivos. Ya
sabemos (Seccién IV.1) que la suma de los dos exponentes de Liapunov de la transformaciéon T : M — M es
cero, por lo que el otro serd automaticamente negativo.

Resulta interesante que uno puede construir explicitamente el frente de onda X~ (x) correspondiente al
exponente de Liapunov negativo en x € M. Debe converger exponencialmente, o sea achicarse a medida
que el tiempo avanza. La existencia de tal frente recuerda la idea de estabilidad en la teoria de ecuaciones
diferenciales. Recordar que una trayectoria (solucién) de una ecuacién diferencial, es estable si todas las
trayectorias cercanas no se separan demasiado de ella en el futuro.

Comenzamos la construccién de ¥~ (z). Sea z = (¢,v) € M. Para un valor grande de ¢ > 0 considere el
punto (q¢, v) = ®¥(g,v), o sea una imagen distante de (g, v). De vuelta el tiempo por medio de la involucién
(definida en la Seccién 1V.4): tome (g, —v¢) = I(qs,v¢). Considere un frente de onda neutro ¥ que pasa
por (g, —v;), o sea un haz de rayos paralelos por ¢; que se mueven en la direccién de —v;. Entonces, por
la principal propiedad de la involucién, la imagen ®*(X;) serd un frente de onda conteniendo el punto
(q,—v) = I(g,v). Su involucién ; = I(®*(X;")) contendrs el punto original (g,v).

En los billares de Sinai los frentes de onda paralelos se hacen divergentes y crecen exponencialmente rapido
con el tiempo. Por tanto, el frente ®!(¥;") serd exponencialmente (en ¢) més largo que ;7 (recordar que
todos nuestros frentes son, de cualquier manera, infinitesimalmente pequerios). Por tanto, el frente ®¢(%;")
serd exponencialmente mds corto que el frente 3; . Esto nos da un frente de onda que partiendo del punto
dado (g, v) se achica exponencialmente durante el intervalo de tiempo (0, ¢). Falta tomar el limite para t — oo
y obtener el frente ¥~ (z) := lim;_, X; que se achica exponencialmente rédpido para todo tiempo futuro.
Esta es nuestra familia estable de trayectorias que corresponde al exponente de Liapunov negativo en (g, v).
Note que los frentes X, y el frente limite ¥~ () son convergentes (tienen curvatura negativa).

Adems3s de las familias estables, representadas por los frentes convergentes, necesitaremos sus contrapartes
en “marcha atrds”. Dado el punto z = (¢,v) € M, sea ¥~ (I(z)) la familia estable construida para el punto
I(q,v) = (q,—v). Entonces el frente de onda X% (z) := I(X~(I(z))) serd divergente (tendrd curvatura
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positiva). Crecerd exponencialmente répido en el futuro y contraerd en el pasado. Por tanto su exponente de
Liapunov sera positivo.

Ahora deduciremos las ecuaciones exactas que describen la dindmica de los frentes de onda de cualquier
billar.

Sea Yy un frente de onda o sea, un arco C' equipado con vectores normales apuntando en la direccién
del movimiento. Sea (g,v) € ¥ uno de sus elementos. Sea o la curvatura del frente en el punto ¢ cuyo signo
se establece por las reglas ya vistas (positiva si es divergente). Considere el frente ¥; = ®¢(Xg), t > 0, que
contiene al punto (g, vs) = ®¥(g,v). Calcularemos la curvatura y; del frente 3; en el punto g;.

Primero suponga que ¢ es suficientemente pequenio, de modo que en el intervalo (0,¢) no hay reflexiones
en 0Q. Entonces ®! evoluciona en movimiento libre por lo que la ecuacién es muy simple:

1

- e (V.1.1)

Xt
Es bien conocida en 6ptica geométrica y se puede deducir directamente, prestando atencion a las reglas de
los signos de las curvaturas (es suficiente aproximar 3, por un arco de circulo y recordar que |xo| es el inverso
del radio de ese circulo).

Cuando el frente de onda rebota en la frontera 9@, su curvatura cambia instantaneamente. Entonces la
curvatura de la frontera se “combina” con la curvatura del frente mismo. La siguiente es una de las leyes
bésicas de la éptica geométrica conocida como ecuacion del espejo -mirror equation- o ley de reflexion (V.1.9).
Sean x_ y X4, las curvaturas del frente antes y después de la reflexion, respectivamente, K; la curvatura de
la frontera en el punto de reflexién (cuyo signo estd dado por las convenciones ya aludidas), y ¢; el dngulo
de reflexién (ver Seccién IV.1). Entonces la ecuacién del espejo es

2K,

Cos ¢

X+ = X- + (V.1.2)
La prueba se deja como ejercicio (V.1). Es bastante complicado, pero recomendamos hacer algunos casos:
ayudard a “ver qué es lo que sucede” en los choques.

Combinando las ecuaciones (V.1.1) y (V.1.2), se calcula la curvatura en cualquier tiempo ¢.

Fracciones continuas. A efectos de describir los frentes estable e inestable tal como lo hemos bosquejado
anteriormente, es mejor expresar xo en funcién de x;, t > 0. es lo que haremos a continuacién. Sea x; la
curvatura del frente de onda inmediatamente después del primer reflexiéon en 9(Q). Entonces

Xo=———7—, (V.1.3)

donde 7 es el momento de la primera reflexién. Luego, el valor de y; puede ser expresado como funcién
de la curvatura luego de la segunda reflexion, etc. Procediendo de esa manera en las siguientes reflexiones
iremos agregando fracciones a nuestra fraccién principal de la ecuacién (V.1.3), extendiéndola hacia abajo.
La fraccién limite sera infinita. Tales expresiones son llamadas fracciones continuas . Su valor es definido
como el limite (si existe) de la sucesién de fracciones finitas, que resultan de truncar esa fraccién en el paso
n-ésimo. Esta fraccién truncada se denomina reducida n-ésima de la fraccién continua. Si x = (q,v) € M,
nuestra fraccién continua (estable) es

1
k°(z) = — V.1.4
e b (x)+41 T e
2 b3($)+7b4($1)+
kif
bor (1) — W bopsr (2) = 7(T%2), ke N. (V.1.5)

Aqui K(T*z) es la curvatura de la frontera en el punto 7%z de la k-ésima reflexién, ¢(T"x) es el dngulo de
esa reflexion y 7(T*z) es el paso libre entre la k-ésima y la (k + 1)-ésima reflexién.
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La fraccién en la ecuacién (V.1.4) tiene una estructura alternada —los componentes impares son 7’s y
los pares son fracciones 2K/ cos ¢. Esto refleja la alternancia natural de los pasos libres con las reflexiones
a lo largo de la trayectoria, y se manifiesta en la estructura diferente de las reducidas pares e impares de la
fraccién continua.

Observamos que si uno trunca la fraccién infinita (V.1.4) en un término par, agregando cero, el valor de
la fraccién truncada es la curvatura del frente del onda ¥, antes construida, donde ¢ es el momento de la
reflexién.

Sea ahora )
K"(x) = ao(z) + i (V.1.6)
ay(z) + T
a2(x)+—1—a3(z)+7
a4(x)+-.»
para (z,v) € M, donde
_ 2K(T () B _

ask () = cos 9T (2))’ ag—1(z) = (T *(x)), k> 0. (V.1.7)

La fraccién continua (V.1.6) es la curvatura del frente de onda inestable en z = (¢,v). Puede ser deducido
de manera similiar a como lo hicimos con (V.1.4) trabajando hacia el pasado (iteraciones negativas de T').
El término extra ag(z) aparece debido a que (g,v) ya se reflej6é en el primer punto de la trayectoria, por
lo que al ir para atrds la reflexién en este punto implica la aplicacién de la ecuacién del espejo (V.1.2). La
convergencia de la fraccién (V.1.6) depende de los mismos factores.

En realidad, la convergencia de las fracciones continuas (V.1.4) , (V.1.6) no implica hiperbolicidad ni
existencia de los exponentes de Liapunov. Por ejemplo, esas fracciones convergen para el billar circular (ver
Ejercicio V.2) y para el billar eliptico, (sus valores no son nulos) pero los exponentes de Liapunov se anulan.
L. Bunimovich probé que esas fracciones convergen para clases muy amplias de billares cadticos y no cadticos.
Ver Seccién V 4.

De hecho no hay ejemplos de billares cuyas fracciones dejen de converger en conjuntos de medida positiva.
Por otro lado, para todos los billares cadticos las fracciones (V.1.4) y (V.1.6) representan la curvatura de los
frentes estables, relacionados con los exponentes de Liapunov negativo y positivo, respectivamente.

Tiempos de focalizacién. Ahora introducimos, como coordenadas proyectivas, los tiempos de focalizacion
de familias infinitesimales de trayectorias .
Una wariacién n(a) es una familia suave a un pardmetro de rectas en R?. Sea u € T,M,z € M y

€ :(—e,e) = M una curva con £(0) = z y &'(0) = u. Asociamos con u a la variacién

ni(@) = g(a) + toa), t € R
donde £(a) = (g(a),v(a)). Decimos que n (c) focaliza si existe fT = lim, o t(c), donde () estd deter-
minada por la interseccién de las rectas 74 () y n+(0) = ¢(0) + tw(0). Ese valor, de existir es el tiempo de
focalizacion (para adelante). También consideramos la variacién

n-(a) =q(a) +to(a), t € R
donde el vector 9(a) es obtenido reflejando v(«) en ¢(«) € 9Q. Definimos el tiempo de focalizacion f~ de la
variacién 7— («) de la misma manera que antes. A pesar de que para cada vector u € 7, M, podemos construir
infinitas variaciones distintas 74 («) (n-(«)), si una de ellas se focaliza, entonces todas las otras lo hacen,
y sus tiempos de focalizacién son los mismos. Una definicién alternativa para los tiempos de focalizacién es
la siguiente: 14 () se focaliza si la componente perpendicular v de 91 /dajqa—¢ es igual a cero, para algiin
t = f* € R. Decimos que el vector u se focaliza hacia el futuro (pasado) -también se usa hacia adelante
(atrés)- si la variacién n4(a) (n-(«)) focaliza.

Sea z = (r,¢) € M; para algin 1 < i < ny X, = 9/Jr, X9 = 0/06. Dado un vector v = u,0/9r +
up0/0y € TM con u,,uy € R, su tiempo de focalizacién para adelante y para atrds f+(u), f~(u) estdn
dados por (see [W86])

—cosg ifu. #0

) = { T

V.18
0 ifu, =0 ( )

donde m(u) = ug/u, es la pendiente de u. Decimos que u es divergente (convergente) si f+(u) es negativo
(positivo), y w es plano si f¥(u) = co.
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Lema V.1.1 (Ley de Reflexién). Sea z = (r,¢) € M \ Sy tal que Tz = (r1,¢1) € M \ So *. Para cada
ueT,M, sea fo= fT(u) y fr = fH(D.,Tu). Entonces la ecuacion del espejo (V.1.2) es equivalente a

1 1 —2K(r)

-+ = . V.1.9

fi  T(z)—fo  cosgn ( )
La curvatura y = —1/f cambia de signo de — a + cuando focaliza. Si un frente de onda conver-

gente arriva a una componente dispersora (K (r;) > 0) seguird o bien “menos convergente” (su tiempo de
focalizacién serd més corto de lo que lo serfa sin reflexién), o bien divergente.

En condiciones adecuadas, el tiempo de focalizaciéon f tiene una importante propiedad de ordenamien-
to. Esta se utilizara en la prueba del Lemma V.1.3 que serd crucial en la prueba de la hiperbolicidad de
transformaciones de billar.

Lema V.1.2 (Propiedad de Ordenamiento de f). Sean z € M y wu,w € T,M. Suponga que D, T
estd definida, 0 < f*(z,w) < 7(z) y 0 < f*(Tz, D, Tw). Entonces

0< fr(z,u) < fr(z,w) = 0< fT(Tz,D,Tu) < fT(Tz, D, Tw).
La consecuencia también es cierta si se reemplazan las desigualdades por desigualdades estrictas.

Demostracion. Por la férmula (V.1.9), tenemos que 1/f1(D,Tw) < 1/fT(D,Tu). O

Se puede ver inmediatamente de su definicién que fT es una coordenada proyectiva en 7,M. Un cono
C(z) C TM es entonces identificado con un intervalo cerrado de f*, C(z) ={u e T.M : f; < f+(u) < fo}
para algunos ntmeros reales fi, fo tales que —oo < f1 < fo < +o00.

Definicién 21. Sea C(z) un campo de conos en M_ y C'(2) el campo de conos complementarios de C(z).
Para todo z € M_, defina

frz) = sup fH(zu), [ (2)= sup [ (zu).

ueC(z) ueC’(z)

El siguiente resultado da un criterio simple que ayuda a verificar cuando un campo de conos en M_ es
invariante. Fue probado por primera vez en [Do91].

Lema V.1.3 (Lema de Focalizacién). Sea 2 € M_\ ST tal que Tz estd definida y Tz € M_. Suponga
que 0 < fT(z,u) < 7(2) para cada u € C(z) y 0 < f~(Tz) < 7(z). Entonces

0< fH(2)+f (T2) <7(2) = D, TC(z) C C(T=z),
y st reemplazamos la desigualdad en el lado izquierdo por una desigualdad estricta, el término de la derecha
debe ser reemplazado por D, TC(z) C int(C(Tz)) (invariancia estricta,).

Demostracion. Sea wy € C(Tz) tal que fT(Tz,wy) = fT(T2), lo cual significa que wy estd en uno de los
lados de C(T2). Siw = Dy, T~ wy, entonces f+(z,w) = 7— f~(T2). Siu € C(z), entonces f+(z,u) < f¥(2).
Por hipétesis tenemos fT < (<)7 — f~(T2) = f*(z,w) por lo que fT(z,u) < (<)f*(z,w). La prueba se
completa aplicando el Lema V.1.2.

Ahora enunciamos una version del Lema de Focalizacién para trayectorias que no chocan en otras com-
ponentes focalizadoras entre medio de dos pasadas por componentes focalizadoras.

Sean 41, 42 arcos focalizadores de Q) (no son necesariamente diferentes). Suponga que la trayectoria de un
punto z deja 4; y vuelve por primera vez a la parte estrictamente convexa de 9@ al cabo de n > 1 iteraciones
por T, al punto 2z’ = (¢’,v’), ¢’ € 42. Més precisamente, considere una érbita {z,Tz,...,T"z},n > 1, tal
que (z) € 41, 7(TF2) ¢ M_k=1,---,n—1yn(T"z) = 2’ € F». Denotamos A(z) la suma de las longitudes
de los segmentos de trayectoria entre z y 2/, i.e., A\(2) = Z;igil T
Lema V.1.4. Para z € M_ defina, como se vid antes, 2/ =T"z. Sea u € C(z), v = D, T"u, yw € C.,.
Entonces

0< fT2)+f(Z) < Az) = m)>mw).

IM4s adelante -Seccién V.4- definiremos el conjunto S—; de modo que estos puntos z seran de M \ S_1
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Demostracion. Se deduce de la prueba original del Lemma 1.6 en [Do91] y de las observaciones inmediata-
mente posteriores a la formula (V.1.9). O

EJERCICIO V.1. Probar la ecuacién (V.1.2). Sugerencia: fije el signo de K y x—; por ejemplo, suponga primero que K > 0y
x— > 0 (frente divergente y frontera dispersora), y luego analice los demds casos.

EJERCICIO V.2. Probar que para el billar en un circulo de radio R la expresién (V.1.6) converge a —1/ cos ¢. (Recuerde que los
exponentes de Liapunov se anulan!) Sugerencia: asg4+1(z) = #025(#, ask () = 2R cos ¢.
EJERCICIO V.3. Probar la convergencia de la fraccién continua (V.1.4) para billares dispersores. Sugerencia: Considere las
fracciones truncadas en componentes pares e impares, lldmelas Az, y A2p41, respectivamente. Pruebe que Aap42 < Aopta <
Azn43 < Aapy1 para cada n > 0. También observe que la suma de los elementos impares es infinito (la convergencia de
fracciones continuas con elementos positivos es conocida como Teorema de Seidel-Stern theorem).

V.2. Billares Dispersores.

Las definiciones de billares dispersores (de Sinai) y semidispersores fueron dadas en la Seccién anterior.
También concluimos que en los dispersores los frentes de onda paralelos se hacen divergentes y crecen
exponencialmente con el tiempo.

Para los billares de Sinai, las componentes de la frontera son dispersoras, por tanto K (T kx) > 0. Como
7(T*x) > 0y cos p(T*x) > 0 en todos los casos, todos los términos de nuestra fraccién #*(x) son positivos.
Esto simplifica la verificacién de la convergencia de (V.1.4). Esto fue observado en primer lugar por Sinai en
[Si70]; ver Ejercicio V.3.

El valor limite de la fraccién en (V.1.4) es por tanto positivo, por lo que k*(z) es negativo. Entonces,
vemos una vez mas que el frente de onda estable es convergente. Para billares dispersores la fraccién (V.1.6)
es siempre convergente y x%(x) es positiva, o sea que el frente inestable es divergente.

Teorema V.2.1. En todo billar dispersor, las fraccidnes (V.1.4) y (V.1.6) convergen en cada punto x € M’.
El valor k°(x) < 0 da la curvatura el frente de onda estable. El valor £*(x) > 0 da la curvatura del frente
de onda inestable.

En los billares semidispersores, la curvatura de las componentes neutras de la frontera es cero, por lo que
algunos términos impares en (V.1.4) y (V.1.6) se anulan (ver también el Ejercicio V.5). Esto no afecta la
convergencia, por lo que x°(x) y k*(x) aun existen en cada punto x € M’. Sin embargo podrian ser igual
a cero. Si k*(z) = 0 o k¥(z) = 0, ellas dejan de representar frentes de onda estables o inestables. En ese
caso los exponentes de Liapunov en z o bien se anulan o bien no existen. En particular cuando 9@ consiste
s6lo de componentes neutras, o sea cuando @ es un poligono, £°(x) = k"(z) = 0 en cada x € M’, y ambos
exponentes de Liapunov se anulan casi todo punto.

Ecuaciones de los frentes de onda y su transversalidad. Deducimos ahora las ecuaciones de los
subespacios tangentes correspondientes a los exponentes de Liapunov positivo y negativo. Son subepacios de
T M que llamamos inestable (E") y estable (E*), respectivamente.

Sean = = (q,v) € M un punto de coordenadas (r,¢) y u = (dr,d¢) € T, M un vector tangente en x. dr y
d¢ son cantidades infinitesimales. Como ya fue explicado, todo vector tangente u # 0 puede ser representado
por una curva en M, por ejemplo (r + sdr, ¢ + sd¢p), donde 0 < s < € es un pardmetro pequetio. Esta curva
define un haz de trayectorias salientes, cuya seccién es un frente de onda ¥ que pasa por ¢. La curvatura de
este frente en ¢, llamada x, se calcula asi

1 do
= — 4+ K V.21

X cos ¢ (dr + (T)> ( )
Esto surge de un analisis infinitesimal como el que usamos en el calculo de la derivada DT de la transformacién
de billar (Lema IV.1.1); lo dejamos como ejercicio (V.4). Observe que el frente ¥ no estd univocamente
determinado por el vector u, pero su curvatura y estd completamente determinada por u. Ademds, x sélo
depende de la direcciéon de u, y no de su longitud.

De (V.2.1) se deduce que

d

d—¢ = —K(r) + x cos ¢, (V.2.2)
r

76



por lo que los subespacios inestable E* (definido por el vector (dr*, d¢™)) y estable E*® satisfacen esa relacién
sustituyendo x por k%, k° definidos en (V.1.6), (V.1.4).

Supongamos que las curvaturas de las componentes dispersoras y focalizadoras de 0@ estan acotadas por
encima y por debajo:

Kmax = méx, |[K(r)| < oo,  Kpnm = min, |[K(r)] > 0.

donde los minimos se toman sobre las componentes no neutras de la frontera.

En los billares de Sinai k° < 0, k* > 2K (r)/cos¢ y K(r) > 0, por lo que

do*® do*

-K < _Kmfn ) T K Z Kmin 2.
I < (r) < <0 g (r) >0 (V.2.3)

Entonces, las direcciones inestables son siempre positivas, o crecientes (en las coordenadas r, ¢), y las di-
recciones estables son negativas, o decrecientes. Més ain, ambas estan separadas de la direccién horizontal
d¢ = 0.

Podrian, sin embargo, no estar separadas de la direccién vertical porque las derivadas en (V.2.3) pueden
ser arbitrariamente grandes. Pero en el caso tipico ellas estdn acotadas, dado que facilmente puede ver
|k%(x)] < 1/7(z) y |[s“(x) — ao(z)] < 1/7(z). Por tanto,
do® 1
‘ dre

< méx |K - = )
_m§x| (T)|+m1’nwr(x)’ a=mu,s

Nuestro andlisis muestra que las acotaciones superior e inferior de 7(x) estdn involucradas en el estudio
de las direcciones estables e inestables de los billares de Sinai. Tenemos los siguientes resultados simples:
(i) si una mesa de billar de Sinai tiene vértices (intersecciones entre las componentes suaves de Q) con dngulo
< ), entonces min, 7(x) = 0; en caso contrario Tmm = ming 7(x) > 0;

(ii) para cualquier mesa de billar de Sinai @ C R? se tiene Tiax = Méx, T(x) < 00;
(iii) para billares de Sinai en el toro, @ C T2, el valor T4, puede ser o bien finito o bien infinito. En el
primer caso decimos que @ tiene horizonte finito.

Veremos ahora que las variedades estable e inestable pueden aproximarse a la direccién vertical dr = 0
cuando 7(x) = 0, lo cual sdlo ocurre, en los billares de Sinai, cerca de los vértices. Si no hay vértices, Tnm > 0
y las derivadas de (V.2.3) estdn acotadas por encima. En este caso los subespacios estables e inestables, E° y
E™ son uniformemente transversales — el angulo entre ellos esta separado de cero. A este respecto, los billares
de Sinai son similares a los difeomorfismos de Anosov.

Decimos que una mesa de billar de Sinai con vértices es una mesa propia si todos sus vértices tienen
angulo positivo, o sea si los lados de Q) se intersectan transversalmente. Originalmente, Sinai y su escuela
s6lo estudiaron mesas de billar propias. Las mesas impropias, donde algunos vértices son cispides (los lados
forman éngulo cero) tienen propiedades algo diferentes. En particular la estimacién del nimero de reflexiones
estudiada con la Figura IV.5 de la Seccién IV.6, no es vélida. Ver Ejercicio IV.22.

En las mesas de billar propias con vértices, las direcciones estables e inestables, £° y E¥, no se pueden
aproximar simultaneamente a la direcciéon vertical dr = 0. Hay un argumento geométrico explicado en
[BSC91] que previene esta anomalfa 2. Por tanto, el dangulo entre E* y E* permanece separado de cero para
todos los billares propios de Sinai! La transversalidad de E* y E® juega un importante papel en el estudio
de las propiedades ergédicas de los billares caéticos.

Tasas de expansién y contraccién de los frentes de onda. Como fue explicado anteriormente, en
los billares de Sinai los frentes divergentes crecen constantemente al avanzar. Por otra lado la derivada DT
(ver Lema IV.1.1) no expande todos los vectores u = (dr*, d¢™), como veremos de aqui a poco. Este hecho
sugiere que la norma euclidiana estdndar |u| = [(dr)? + (d$)?]'/? de vectores tangentes no sea tan conveniente
para el estudio de frentes divergentes de billares de Sinai > En realidad, parece més interesante medir las
longitudes de los vectores tangentes u = (dr, d¢) por el ancho de la secciin ortogonal ¥ asociada al frente de
onda. Este ancho es denominado norma p y representado por |ul,. Facilmente se ve que |ul|, = cos ¢ |dr|.

2Ya hemos visto que el niimero de choque cerca de un vértice con dngulo interno distinto de cero, tiene una cota superior
uniforme; ver Seccién IV.5

3La eleccién de la norma adecuada es un problema complicado en los distintos tipos de billares. Se puede ver un estudio de
este asunto en la Seccién 2.1 de [BCST02].
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Estrictamente hablando, esta no es una norma puesto que |u| = 0 para todo vector vertical (0,d¢). Es, en
realidad, una pseudonorma. Pero ya hemos visto que los vectores estables e instables nunca son verticales,
por lo que siempre tendran p-norma positiva. Esto agrega justificaciones para usar la p-norma en lugar de
la Euclidiana.

La p-norma de un vector tangente v € 7, M cambia DT por la simple férmula

D|Tu(|z)” = ‘1 + CTO(:; (flf + K(r)) ‘ = [1+7(z)x| (V.2.4)

donde x es la curvatura del correspondiente frente de onda en .

En los billares de Sinai, los vectores inestables u satisfacen (V.2.3), por lo que la cantidad (V.2.4) es
siempre mas grande que uno. En otras palabras, los vectores inestables siempre son expandidos por T en
la p-norma, tal como esperdbamos. Mas atin, si no hay vértices en la mesa, entonces 7(x) > T, > 0, y la
cantidad (V.2.4) tiene una cota inferior A > 1, i.e.

\DT(u)], > Alul,, A>1 (V.2.5)

para todos los vectores inestables. Esto demuestra la hiperbolicidad uniforme, en el sentido del Capitulo III,
otra caracteristica comin de los billares de Sinai y los difeomorfismos de Anosov.

Las mesas de billar de Sinai propias con vértices son también uniformemente hiperbédlicas, luego de unas
modificaciones menores. En realidad, para estos billares el ntimero de reflexiones cerca de un vértice es
uniformemente acotado, ver Seccién IV.5. Por tanto hay una constante m > 1 tal que ninguna trayectoria
puede tener més de m reflexiones cerca de cada vértice. En este caso, la transformacion T™ es uniformemente
hiperbdlica, o sea (V.2.5) se cumple con T reemplazado por T™.

Por otro lado, el factor de expansién en la p-métrica es no acotado. Si x esta cerca de Sy, donde cos ¢ = 0,
entonces la cantidad (V.2.4) puede ser arbitrariamente grande. Esto constituye una importante diferencia
entre los billares de Sinai y las transformaciones de Anosov. Es también facil de ver que en los billares de
Sinai con horizonte finito, cos ¢ = 0 es la tnica razén para que la cantidad (V.2.4) pueda acercarse a infinito.
En otras palabras, tenemos

c1/cosd < |DT(u)|p/|ulp < ca/cos¢ (V.2.6)

con algunas constantes c1,cy > 0.

En el estudio de las propiedades estadisticas de los billares de Sinai (su decaimiento de correlacién y
los teoremas limite, ver Secciénes I1.4 y V.5), se necesita un control muy preciso del factor de expansién
| DT (u)|p/|ul,. Las estimaciones de arriba muestan que tal control es dificil en la vecindad del conjunto
OM = {cos ¢ = 0} = {|¢| = 7/2}. Para mejorar ese control uno puede partir la superficie M en una cantidad
numerable de fajas por las lineas |¢p| = 7/2 —ay, con algtin ay — 0 cuando k — co. Por ejemplo, es costumbre
poner a = 1/k%. Entonces el drea critica cerca de las lineas |¢| = m/2 es dividida en fajas estrechas donde
el factor de expansién | DT (u)|,/|ul, puede ser controlado més facilmente. Estas regiones son llamadas fajas
de homogeneidad y fueron introducidas por primera vez en [BSC91].

Consideremos ahora la evolucién de los vectores tangentes en la norma estandar Euclideana |u|. La

relacién entre las dos normas es
—-1/2
do\ >
1 — . V.2.7
(%) ] (v2.7)

[DT ()| _ [DT(w)lp J(u)
Jul |ulp J(DT (u))

No es dificil ver que los vectores inestables u pueden no ser expandidos por DT en la norma Euclidiana,
si J(u) es pequeno. Cuando cos¢ ~ 0 y 7(x) son pequenos, podemos tener | DT (u)|/|u| = 0, por lo que el
vector inestable u puede ser reducido por un factor arbitrariamente grande! Este es un efecto totalmente
indeseable, lo cual justifica una vez més nuestro interés por la p-norma.

J(u) = |uu|f = cos ¢

Entonces (V.2.8)

Conos invariantes. Hemos descrito los subespacios estable e inestable, E° y E*, en cada punto z € M’
de billares de Sinai. Esto fue hecho siguiendo la lineas de los estudios originales de Sinai sobre billares
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dispersores. Recientemente, sin embargo, las técnicas de conos invariantes se hicieron populares en los estudios
de dindmica hiperbdlica. Ahora construiremos conos invariantes para los billares de Sinai.

Sea un punto z = (¢,v) € M de coordenadas (r,¢). Cada vector tangente u = (dr,d¢) en x puede ser
representado por un frente de onda ¥ pasando por x, con curvatura x.

Definicién 22. Un cono estable en x consiste de los vectores con x < 0: los frentes de onda ¥ convergentes.
El cono instable es el conjunto de vectores u cuyos frentes de onda 3 fueron divergentes antes de la reflexion
en x.

Por tanto, el cono instable consiste de vectores u tales que x_ > 0, por lo que x — 2K (r)/cos¢ > 0, de
acuerdo a la Ecuacién del Espejo (V.1.2).

Por la ecuacién (V.2.1), los conos estable e inestable son descriptos por Co(x) ={u: —oo < dg/dr <
Por tanto, en las coordenadas r, ¢, el cono inestable estd en el primer y tercer cuadrantes (direcciones cre-
cientes) y el cono estable estén el segundo y cuarto cuadrantes (direcciones decrecientes). Por esta razén, a
veces en los estudios de billares (por ejemplo [BSC91]), las direcciones inestables son llamadas crecientes y
las estables, decrecientes.

Se deduce de inmediato de las observaciones previas que la familia de conos C*(z) y C*(z) son invariantes:

DT(C%(x)) C C*(Tx) DT=Y(C%(z)) c C3(T ).
En realidad, son estrictamente invariantes en los billares de Sinai.

En lugar de C¥(z) y C°(z) se puede fijar un m > 1 y considerar la familia de conos DT™(C*(z)) y
(DT~™(C*(z)). Estas familias también serdn invariantes, y para m grande los conos pueden ser arbitraria-
mente delgados. Y, naturalmente, el angulo entre esos conos sera positivo para cualquier m > 1.

Variedades estable e inestable. En billares dispersores, la transformaciéon T : M — M es uniformemente
hiperbdlica en el sentido del Capitulo III, pero no suave. Esta ultima caracteristica establece una gran
diferencia entre los billares y los difeomorfismos de Anosov. T' es discontinua en puntos x € M tales que o
bien 2 € Sy o Tz € Sp; ver Lema IV.1.1. Es costumbre llamar a este conjunto S_; = So U T~1Sj.

Recordar que M = 0Q x [—7/2,7/2] es una variedad de dimensién dos que consiste de piezas suaves
My =Ty x [-7/2,7/2] para 1 < k < s; ver (IV.1.1). Es fécil ver que M = U;_,0M;, = Sp, por lo que Sy
es la frontera natural de la variedad M.

El conjunto T~ 1Sy tiene una estructura mas complicada. Sin entrar en detalles, afirmamos que T~1S; es
una unién de curvas suaves en M; ver Figura IV.7. Para billares en el plano el nimero de curvas es finito,
pero para billares en un toro, como el gas de Lorentz (ver IV.5), el nimero de curvas puede ser infinito.

OBSERVACION V.2.2. . Todas las curvas en T~ 'Sy son decrecientes pues estdn dadas por ecuaciones ¢ = f(r) con
algtina f'(r) < 0. Corresponden a frentes convergentes. Para ver esto, dibuje una mesa de billar dispersora @ cuya
frontera contiene un vértice y una familia de rayos comenzando en 0Q) y convergiendo a un vértice.

De modo similar, se observa que T™, n > 0, tiene singularidades en el conjunto S_, := SoUT 'Sy U
-+-UT™™8y que es también la unién de curvas decrecientes en M (recordar que la clausura de este conjunto
fue llamado S;T en la Seccién 1I1.5). La transformacién T~™ para n > 0 tiene singularidades en el conjunto
S, definido de manera similar y consistente de curvas crecientes.

En la Seccién II1.3 introdujimos la clase general de las transformaciones suaves con singularidades. La
transformacién de billar T : M — M siempre pertenece a esa clase, en particular satisface los requerimientos
técnicos de Katok y Strelcyn (KS1), (KS2) and (KS3). En realidad, esta clase fue introducida por estos
autores en [KS86] con la finalidad principal de incluir a las transformaciones de billar. La verificacién de los
requerimientos técnicos no es tarea sencilla; estd hecha para clases muy generales de billares en la Parte V
de ese libro fundamental.

Entonces, del Teorema II1.3.2 se deduce que las variedades estables e inestables de T' existen en v-casi
todo punto x € 3(T'). Para los billares dispersores, v(%(T)) = 1, por lo que las variedades estable e inestable
existen casi todo punto:

Teorema V.2.3. En billares dispersores, para v-casi todo punto x € M existen las varidades estable W*(x)
e inestable W*(x) por x.

Estas variedades son curvas de dimensén uno en M. La curva W?(x) corresponde al frente de onda
convergente que permanece convergente todo el tiempo. La curva W*(z) corresponde a un frente de onda
divergente que permanece divergente para todos los tiempos.
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Cada variedad estable W#(x) e inestable W*(z) es una curva compacta suave de longitud finita. Su
longitud estd determinada por cuan cerca estan las imagenes de = del conjunto de singularidad Sy, ver la
discusién después del Teorema II1.3.2 . Es también cierto que las imagenes de los puntos extremos de W#(x)
y W*(z) pasan por el conjunto de singularidad Sp.

Entropia. Otros teoremas enunciados en la Seccion I11.3 se aplican a los billares. En particular, la férmula
de Pesin (Teorema II1.3.4) expresa la entropia de la transformacién de billar 7"

ho (T) = /M A (2) dv(z) (V.2.9)

donde A4 (z) es el (inico) exponente de Liapounov positivo de T en .

Esta formula tiene una valor tedrico fundamental, pero en la prética no siempre es conveniente, puesto
que el exponente de Liapunov estd definido por (I11.1.3) en el Capitulo III como el limite de una expresién
que involucra a todos los iterados de T

Hay una extraordinaria simplificacién de la ecuacién (V.2.9). Para cada punto x € M sea D%(x) =
(D) ()||/Ivl]l, v € EY el factor de expansién de los vectores inestables v € EY. Entonces por la regla
de la cadena, la definicién de (I11.1.3) puede ser reescrita como

n—1

Ay(z) = lim lZlogD“(Tigc) (V.2.10)
=0

n—oo N, 4

Combinando (V.2.9), (V.2.10) y el Teorema Ergddico de Birkhoff-Khincin, da

ho (T) = /M log D" (x) dv(z) (V.2.11)

La integral no depende de la métrica usada (ver Ejercicio V.6) por lo que podemos definir D%(x) en la
p-norma por (V.2.4). Esto lleva al importane resultado

Teorema V.2.4. En los billares dispersores, la entropia estd dada por

h,(T) = /M log |1 4 7(z)k"(z)| dv(x) (V.2.12)

Este Teorema puede ser generalizado a cualquier sistema de billar en cualquier dimensién. Ver [C97].

En los sistemas dindmicos, uno puede también definir la entropia de un flujo ®¢. Se define como la entropia
de la transformacién ®! (que se obtiene tomando ¢ = 1; la transformacién ®! es llamada transformacion de
tiempo uno de ®*), entonces h,({®'}) := h,(P') Esta definicién estd basada en el hecho estdndar de que
para cualquier real ¢ € R tenemos h,,(®%) = |t|h,(®'), por lo que h(P?) es suficiente para determinar h(®*)
para todo t.

Hay una férmula relativamente simple de Abramov [Ab59] que relaciona la entropfa del flujo ®¢ con la

de T
hu({2°}) = ho(T)/7
donde T es el tiempo libre medio, ver (IV.6.2)y (IV.6.3). Por tanto, obtenemos

Teorema V.2.5. En billares dispersores,
hu({'}) = hy(T)eue,t = hy(T)10Q| (x]Q]) " (V.2.13)

Las férmulas para la entropia fueron esencialmente obtenidas por Sinai antes de 1970 [Si70]. Fueron
generalizadas por él mismo, unos afios después (1978). Por algunas exposiciones més recientes y extensiones
a otras clases de billares, ver [CM92] y [C97].

Se pueden emplear las ecuaciones (V.2.12) y (V.2.13) para calcualr estimaciones de la entropia de muchos
modelos fisicos interesantes, como los gases de Lorentz y los sistemas de bolas duras (Seccién IV.5). Algunos
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resultados fueron obenidos en [C97, CM92]. En particular, para el gas de Lorentz d-dimensional (d > 2) con
un unico obsticulo esférico de pequeno radio r en el toro unitario, las entropias estan dadas por
hy(T) = —d(d — 1)logr 4+ O(1)
h,({®'}) = —d(d — 1) | B¢ r?Llogr + O(r¢=1) cuando r — 0.
Observamos que la entropfa de T crece a infinito, mientras que la de ®! se anula. Lo mismo sucede con
los exponentes de Liapunov de T y ®¢, respectivamente. Impulsamos al lector a encontrar un explicacién
cualitativa de porqué estos exponentes se comportan de manera tan diferente cuando r — 0.

EJERCICIO V.4. Probar la ecuacién (V.2.1). Sugerencia: la curva 3 puede ser aproximada por un arco de circulo. Entonces es
parametrizada por la longitud de arco s. El dngulo entre los vectores normales N(s) y N(s + ds) mide x(s)ds + o(ds) donde
X(s) es la curvatura en el punto s.

EJeERrcIcIO V.5. En los billares semidispersores, algunos elementos de la fraccién continua (V.1.4) son cero. Mostrar que se puede
reescribir (V.1.4) saltando los choques en componentes neutras y agregando en su lugar la suma de las distancias de segmentos
de trayectorias alguno de cuyos extremos estd en componentes neutras. Sugerencia: Si T5z estd en una componente neutra,
entonces boj, = 0 y se puede saltear la k-ésima reflexién agregando el paso libre 7(T*~12) + 7(T*z).

EJERcICIO V.6. Complete los detalles de la demostracién del Teorema V.2.4. En particular, verique que la integral en (V.2.11)
no depende de la métrica. Sugerencia: use la férmula (V.2.8) y la invariancia de la medida v.

V.3. Billares de Bunimovich

Esta seccidn y la siguiente estan dedicadas al estudio de billares coticos planos cuyas fronteras contienen
curvas focalizadoras. Usaremos la siguiente notacién (ver Seccién IV.1):

My=|J Mi, M= | M, Mo= [ M. (V.3.1)

r;elry r;er- T;€lo

Desde que Sinai probé antes de 1970 el caracter cadtico de los billares dispersores, ellos se mantuvieron,
por muchos anos, como la tinica clase de billares caéticos. Mas atn, en 1973 Lazutkin probd que los billares
en una mesa genérica convexa tenia custicas, ver Seccion. IV.3. Parecia, por tanto, que la caoticidad en
billares podia ser producida por fronteras céncavas (dispersoras). O, por lo menos, que si exist{an billares
con fronteras focalizadoras, ellos deberian tener fronteras muy especiales, porque en los dominios convexos
simples — circulos y elipses — los billares son completamente integrable (lo cual es casi lo opuesto al caos).

Resultd, por tanto una gran sorpresa cuando a mediados de los setenta un alumno de Sinai, L. Bunimovich,
construyé billares cadticos cuyas fronteras contenian curvas focalizadores, y estas consistian de simples arcos
circulares!

Hay una significativa diferencia entre las teorias de billares dispersores y focalizadores. Para los ltimos,
el estudio de la hiperbolicidad esta muy desarrollado -una d&mplia clase de ellos se sabe que son hiperb’olicos.
Pero propiedades mas avanzadas son practicamente desconocidas. Sélo para la clase muy limitada de los bil-
lares de Bunimovich se han probado propiedades més técnicas sobre regularidad de las variedades invariantes
y las medidas inducidas en ellas, otras propiedades estadisticas. Las pruebas de hiperbolicidad, ergodicidad
y otras propiedades de la jerarquia ergddica (ver Seccién I1.3) se han realizado por diferentes métodos. En
general, ellos son menos “billaristicos” y por ello mismo mas generales y aplicables a otras clases de sistemas
dindmicos cadticos.

Mesas de billar de Bunimovich. La construcciéon de Bunimovich estd basada en el fenémeno de desfo-
calizacion, que describiremos mas abajo. Recuérdese que en los billares de Sinai, los frentes de onda neutros
(paralelos) se hacen divergentes después de chocar con la frontera, y durante el tiempo libre entre colisiones,
ellos contintian agrandéndose. el factor de crecimiento es

A=|14+7x] (V.3.2)

donde 7 es el tiempo entre colisiones y x > 0 es la curvatura del frente al comienzo de cada corrida libre;
ver (V.2.4).

Considere ahora una mesa de billar con frontera focalizadora. Un frente de onda paralelo que choca con
la frontera, se hard convergente, o sea x < 0 (esto sale de inmediato de la ecuacién del espejo V.1.2). Pero
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puede focalizarse (converger a un punto dentro de ) y continuar como un frente de onda divergente! Esta
transformacién de un frente convergente en un divergente es lo que se llama desfocalizacion. Entonces nuestro
frente seguird viajando creciendo de tamanio. Cuando llegue a la frontera Q) y se refleje nuevamente, su
tamano podrd ser aun mas grande que el tamano del frente original, ver Figura V.2. El factor de crecimiento
es ain dado por (V.3.2). Es verdad que x < 0, por lo que A no tiene porque ser més grande que uno. No
obstante, tenemos A > 1 si establecemos la condicién adicional 7x < —2, o sea cuando 1/|x| < 7/2 (%) Es
claro que un frente de onda convergente cuya curvatura es y < 0 se focalizard (convergerd a un punto) en el
tiempo 1/|x|. Entonces, la condicién (*) significa que el frente de onda se focaliza antes de llegar al punto
medio entre colisiones. Y por tanto A > 1, por lo que nuestro frente de onda crecerd antes de que ocurra la
siguiente colisién. Esta es la condicion clave par la hiperbolicidad de T

Figura V.2: Desfocalizacion de un frente convergente.

i Podemos asegurar la condicién (*) al construir mesas de billar con fronteras focalizadoras? Si I'; C 0Q
es una componente focalizadora de la frontera, no podemos colocar otras componentes de 0@ demasiado
cerca de I';. Los frentes de onda que dejan I'; necesitan moverse libremente y desfocalizarse antes de que
choquen a dQ nuevamente, y necesitan suficiente espacio para volver a crecer. Esto explica el requerimiento
K; C @ en la siguiente definicién de Bunimovich.

Definicién 23. Sea Q una mesa de billar cuya frontera consiste de componentes dispersoras, neutras y
focalizadoras. Cada componente focalizadora T'; es un arco de circulo, K;, de radio R;. Si que K; C Q,
decimos que la mesa es un billar de Bunimovich.

Destacamos que la tdltima hipdtesis implica que el angulo interior de dos componentes adyacentes de
frontera, una de ellas focalizadora, debe ser mayor o igual a 7.

Un vector tangente u € 7, M en el punto x € M representado por el frente de onda X es llamado inestable
si
(i) X es divergente si x pertenece a una componente dispersora o neutra de 9Q);
(ii) ¥ es convergente, y su curvatura satisface y < —(R;cos @)™ !, (**) six pertenece a una componente
focalizadora I'; C 0Q).

Como normalmente, llamaremos Cy al conjunto de los vectores inestables. Expresiones de los vectores
inestables, en las coordenadas (dr,d¢) se dan en el Ejercicio V.7. Uno puede facilmente ver que (**) is
equivalente a (*). El siguiente es el teorema clave de Bunimovich.

Teorema V.3.1 ([Bu74], [Bu79]). Sea Q la mesa de billar de la definicion de arriba. Si u es un vector
inestable, también lo es DT (u).

Demostracion. Ver Ejercicio V.8. O

Por lo tanto, los vectores tangentes inestables definen un campo de conos C*(z) invariant por DT. Esto
indica que los métodos de la Seccién I11.4 se aplican y parece deducirse la hiperbolicidad. Sin embargo, el
campo de conos invariante no implica adn la hiperbolicidad. En realidad, el teorema anterior se satisface ain
en billares circulares, los cuales, ya lo sabemos, no son hiperbdlicos. Por tanto, podemos tener un campo de
conos invariante y no tener hiperbolicidad. Los métodos de la Seccion I11.4 requieren que el campo de conos
sea estrictamente invariante, por lo menos eventualmente. En los billares de Bunimovich arriba definidos, la
invariancia estricta de los conos, esto es, la propiedad DT(C%(x)) C intC*(Tx) se satisface si:

(a) el punto = pertenece a una componente dispersora de la frontera, o
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(b) el punto x pertenece a una componente focalizadora I';, pero su imagen Tz pertenece a cualquier otra
componente. Que estas condicoones son suficientes para la invariancia del campo de conos se preuba en el
Ejercicio V.9.

Mostraremos ahora que casi toda trayectoria de una mesa de billar de Bunimovich tiene puntos de los
tipos (a) o (b). Si asf sucede, tendremos hiperbolicidad. Un simple anélisis geométrico muestras que podrian
haber dos tipos de trayectorias que no tienen tales puntos:

A. Las trayectorias que sélo se reflejan en la misma componente focalizadora I';.

B. Las trayectorias que sélo se reflejan en las componentes neutras de 90Q).

Es fécil ver que las del tipo A, son trayectorias periédicas y su medida total es nula (recuerde que las I';
son arcos de circulos, no circulos enteros). Ver Ejercicio V.10. Respecto de las de tipo B, en cada ejemplo
particular, es facil probar que tales trayectorias forman un conjunto de medida nula. Por ejemplo, billares
que tienen sélo una (o ninguna) componente neutra, o dos componentes neutras paralelas, etc. Sin embargo,
en general es un problema abierto (y desafiante) probar que en general las trayectorias de tipo B forman un
conjunto de medida nula. Estos son problemas de billares poligonales que no tratamos en estas notas (por
un panorama general, ver [Gu86, Gu96], resultados parciales en [CT98, DMMO05]). El siguiente es el teorema
probado por Bunimovich:

Teorema V.3.2 ([Bu74], [Bu79]). Sea @ una mesa de billar que satisface la Definicidn 23 en que las
trayectorias de tipo B forman un conjunto de medida v-nula. Entonces la transformacion de billar T es
hiperbolica.

En la Seccién siguiente mostraremos que las fracciones continuas (V.1.4) y (V.1.6) son convergentes para
estos billares de Bunimovich y que, por tanto las direcciones estables e inestables estdn dadas por (V.2.2),
sustituyendo y por k*(z), k*(z), respectivamente.

El “stadium”mencionado al final de la Seccién 1V.3 es, probablemente, el mas famoso de los billares de
Bunimovich. se pueden construir otros ejemplos bonitos, como la “mesa flor” (unién de varios circulos de los
cuales uno, el mayor, esta en el centro, y los otros estan colocados alrededor del central, y se sobreponen con
él.

Si se corta un circulo y se corta a lo largo de una cuerda, sacando la parte menor, da otro ejemplo de billar
hiperbdlico, aunque éste no satisface los requerimiento de la Definicién 23. Pero esto se puede solucionar,
a efectos de la prueba tomando la unién de la mesa original y de su imagen especular por la cuerda. Esta
unién es un billar de Bunimovich cuya hiperbolicidad (y ergodicidad, etc.) implica la de la mesa original,
més chica.

EJjercicio V.7. Para el campo de conos definido en esta Seccién, probar que
a) x € My, C¥ ={(dr,dp) € ToM :dp/dr > 0};
b)xe M_, CY¥={(dr,dp) € ToM : dp/dr < 0}. Sugerencia: Use (V.2.2).

EJERCICIO V.8. Probar el Teorema V.3.1. Sugerencia: Pruebe primero que la longitud entre dos choques sucesivos en la misma
cirunferencia C; es 2R; cos ¢. Considere los diferentes casos dependiendo de los tipos de componentes de dos choques sucesivos.
Use la ecuacién (V.1.3).

EJERCICIO V.9. Verificar la invariancia estricta de los campos de cono en los dos casos observados luego del enunciado del
Teorema V.3.1. Sugerencia: Por simple inspecciéon méas detallada en al prueba del Ejercicio V.8.

EJjercicio V.10. Dado un arco de circulo de dngulo al centro © > 7 calcular el niimero de rebotes maximos necesarios para salir
de él, de una trayectoria que entra con angulo ¢. Observar que el asunto es particularmente interesante cuando ¢ es cercano a
0 (trayectorias diametrales) y a m/2 (trayectorias rasantes, en este caso alcanza que © > 0).

V.4. Otros Billares Hiperbdlicos.

Desde el descubrimiento del mecanismo de desfocalizacién por Bunimovich muchos matematicos inten-
taron construir billares cadticos con otras clases de curvas focalizadoras. Esto no era sencillo puesto que
el circulo es una figura muy “rigida” cuyas propiedades jugaban un papel fundamental en los calculos de
Bunimovich.

Recién a mediados de los ochenta M. Wojtkowski [W86] y R. Markarian [Ma88] construyeron nuevas
clases de billares hiperbdlicos con fronteras focalizadoras distintas de arcos de circulos. Mas tarde V. Donnay
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[Do91] y L. Bunimovich [Bu92] generalizaron estas construcciones y presentaron una visién unificada de lo
que el ultimo llamé arcos absolutamente focalizadores.

Nuestra presentacién de estos temas, combina la maquinaria analitica de formas cuadréticas (Teore-
ma II1.4.1) con agumentos geométicos referidos a la evolucién de frentes de onda (Seccién V.2).

Sea I' ¢ IR? una curva C", focalizadora (al suponerla parte de la frontera de una mesa de billar Q),
con curvatura estrictamente negativa y puntos extremos A; y As. Suponga que su curvatura tiene signo
constante y nunca se anula. Sea «(I") la variacién del d4ngulo de la tangente a I al moverse de 4; a Az a
largo de T'.

Definicién 24. Una curva I' es un arco absolutamente focalizador si

(AF1) a(l) < 7, y

(AF2) cualquier frente de onda infinitesimal paralelo que choca en T' desde @ se focaliza entre dos choques
sucesivos, y luego del ultimo choque, en T.

La importancia del requerimiento (AF2) fue demostrada arriba —el frente de onda crece después de pasar
el punto de focalizacién, que es una de las claves para la eventual expansion.

Formas cuadraticas. Desarrollamos ahora un método general que permite estudiar la hiperbolicidad de
practicamente cualquier billar. Muchos estudios recientes de billares comienzan con teoremas sobre hiper-
bolicidad (no anulacién de exponentes de Liapunov). Todos esos teoremas estdn probados, sea construyendo
conos invariantes o usando formas cuadraticas crecientes. Como se vié en el Capitulo IIT ambos métodos son
esencialmente equivalentes. Usaremos aqui el segundo método en un contexto bastante general de billares
planos.

Sean z = (¢,v) € M un punto con coordenadas (r,®) y (dr,d¢) un vector tangente. Introducimos un
nuevo sistema de coordenadas en el espacio tangente 7, M, que estd directamente relacionado con la o y h
usadas en la Figura IV.2 de la Seccién IV.1. Las nuevas coordenadas (U, V') se define con la ayuda de la
proyeccién ortogonal de (dr, d¢) sobre el subespacio perpendicular a v:

U =cos¢dr V = Kdr + do¢.
U es la restriccion en M de un campo de Jacobi transversal a lo largo de la trayectoria de billar, y V'
es su derivada. Esta es la razén por la que normalmente U is denotad por J y V por J'. La siguiente
igualdad relaciona esas nuevas coordenadas con los tiempos de focalizacién: si v = (U(u), V(u)) entonces

) =-UJV.

OBSERVACION V.4.1. Considere la métrica Riemanniana p dada por U? + V2 sobre el fibrado tangente de M. Puede
ser probado que la forma simpléctica w = cos ¢ dr A d¢ se transforma en U AV en las coordenadas (U, V'), por lo que
la forma de volumen inducida por la métrica p coincide con la forma simpléctica w; en este sentido, estas coordenadas
son “naturales” para los billares.

Ahora, si D, T(U,V) = (U1,V1) € Tr.M es la imagen de nuestro vector (U,V), con Uy = cos¢ydry y
Vi = Kidry + d¢q, entonces un calculo simple da

U= —(7K1 + cos ¢1)dry + Td¢y V = Kidr; — do

donde todos los simbolos tienen su sentido usual.
La evolucién de (U,V) a lo largo de un segmento de trayectoria de longitud 7 entre dos colisiones
consecutivas, y en la reflexion, estan dadas, respectivamente, por

((1) I) <:§l _01> (V.41

donde d = cos(¢)/K (r). Entonces. la derivada de T' en « = (r, ¢) con respecto a las coordenadas (U,V) es
dada por

1 T

D,T = — < 2 o > . (V.4.2)
‘ a 7t

Definimos ahora una forma cuadrética medible no degenerada

B.(U, V) = aU? 4+ 2bUV + cV? (V.4.3)
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donde a,b,c son funciones medibles de x (en realidad seran diferenciables de a trozos) y ac — b* # 0.
Los coeficientes a, b, ¢ satisfacerdn los requerimientos (iii) del Teorema III.4.1, o sea, la forma cuadrética
serd creciente, P, (U, V) > 0, donde

P.(U,V) (T#B — B),(U,V)

a1UE + 20101 Vi + e Vit = (aU? + 20UV + cV?)

Denote ¢’ = d¢y/drq, entonces

P(U,V) = (dr1)*[(a1 — a)cos® g1 + 2(by — b) (K1 + ¢')(cos ¢)
+(c1 — ¢) (K1 + ¢')? + a(2r cos 1 (K1 + ¢') — 72(K1 — ¢')?)
+2b(—2K cos g1 + T(Ky — ¢')?) + 4K, ¢']

Por tanto, el signo de P depende del siguiente polinomio de grado dos en ¢':
(c1 — ¢ —at® 4+ 2b7)(¢')*+
+2[(by —b)cos g1 + Ki(c1 —¢) +arcos ¢ + art?K; — 207Ky + 2¢K,|¢' +
+(ar — a) cos® g1 + 2(by — b)K; cos g1 + (e1 — ) Ki—
—2a7K; cos ¢y — a72K12 + 4bK cos ¢1 + 2b7'K12 (V.4.4)

Comenzamos fijando b= b; =1 para tener un control simple de la no degeneracién de B y simplificar
nuestros cdlculos. Entonces P > 0 para todo ¢’ si y sdlo si

c1—c—ar’+2r>0, y (V.4.5)

(c—217 + ar?)[4c; —2E + (a1 — a)E? /4]
+ @ E[2—2a7 — (a1 —a)E/4] + a**E?/4 < 0 (V.4.6)

si K; #0, donde F = 72K1_1 cos¢. Sila componente de ¢ es focalizadora (K; < 0), entonces
E =1L =2Rycos¢; es el tiempo que la trayectoria llegando a (o saliendo de) ¢1, se queda en el circulo de
curvatura de Q) en ¢;. En el caso K; =0 la condicién (V.4.6) se transforma en

(a1 —a)(c —c; —27) +aa; 7 < 0 (V.4.7)

Observamos que el método de las formas cuadraticas es perfectamente equivalente al de los conos descripto
antes, si b> —ac = 1 en (V.4.3). En los casos que analizaremos a continuacién, esta condicién serd satisfecha.

OBSERVACION V.4.2. Esta presentacién da una nueva prueba de: un billar semidispersor es hiperbdlico si el conjunto
de los puntos cuyas trayectorias s6lo chocan componentes neutras de la frontera tiene medida nula. En realidad, si
tomamos a = ¢ = 0, entonces (V.4.6) es satisfecho para fronteras dispersoras (K > 0). Sobre componentes neutras
consideramos la misma forma cuadratica. Entonces P, > 0 (en realidad es positiva en 7, M, con la excepcién de una
direccién). También, P se hace estrictamente positiva siempre que la trayectoria choque una componente dispersora.

Estudiaremos ahora condiciones locales a ser satisfechas por un arco focalizador I' de modo que pueda
hacer parte de la frontera de un billar hiperbdlico. Las siguientes observaciones heuristicas son muy impor-
tantes. Analizamos el comportamiento de las expresiones (V.4.5) y (V.4.6) durante una serie de reflexiones
sucesivas en I', con ¢ = +7/2. Tenemos que L =7 =0, y a,c son continuas en un entorno de los puntos
(q1,%7/2). Entonces, si ¢ > 7, el discriminante A de (V.4.4) satisface : A =2 4ccy =2 4¢2. Como debemos
tener A <0, se deduce que limgy_,4rpc=0. Si ¢ <7, tenemos A =47E = 472, En conclusién, debe
satisfacerse ¢ = 7, lo cual justifica la elecciéon ¢ =7 o ¢ = L = 2R cos ¢, que corresponde al segmento de
trayectoria dentro del circulo de curvatura.

Sia=0,c=L,y ¢ = Ly, un cilculo inmediato en (V.4.6) da

L+1Ly<2r. (V.4.8)
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Wojtkowski [W86] probé que las curvas que satisfacien estas condicién son absolutamente focalizadoras. La
prueba estd basada en que los frentes de onda entrantes en 9Q) con el mismo dngulo, se focalizan a distancia
L/2 en la trayectoria que sale de = (g,v). Ver Ejercicio V.11.a. Si la componente de la frontera es C4, la
condicién (V.4.8) es equivalente a

d’R
0 V.49
d82 < ( )
donde s es la longitud de arco de la curva focalizadora y R = —1/K es el radio de su curvatura [W86]. Ver

Ejercicio V.11.b.
Sia=0,c=7,y c; =7, obtenemos la condicién

Li(t+m7) < 27m7. (V.4.10)

Curvas que satisfacen (V.4.10) también son absolutamente focalizadoras. Ver Teorema V.4.5. La condicién
de arriba es “localmente equivalente” ([Ma88], ver Ejercicio V.13) a

d2Rl/3
ds?

Por localmente equivalente significamos que ambas condiciones son equivalentes para 7 y 71 suficientemente
cortos. Esta equivalencia es més débil que la establecida entre, (V.4.8) y (V.4.9).

>0 (V.4.11)

Diremos que una curva suave puede ser parte de un billar hiperbdlico si es posible definir una forma
cuadrética creciente para choque sucesivos en esa curva (esta definicién puede ser también expresada en
términos de campos de conos invariantes). Ahora bosquejamos la prueba de este este resultado sorprendente,
que fue obtenido por Donnay [Do91], para curvas C®, y por Markarian, independientemente, para curvas
C*. El teorema define arcos cortos focalizadores:

Teorema V.4.3 ([Ma94]). Cualquier arco focalizador C* suficientemente corto puede ser una componente
reqular de la frontera de un billar hiperbdlico.

Demostracion. Sea g, +1(A)e'q, una parametrizacién de una curva C*, (k > 4) en coordenadas polares,
con eje polar formado por la tangente orientada en ¢; donde A es el dngulo polar y r(0) = 0. Se toma el
desarrollo de Taylor de r(A) en r(A) =7A+ A%+ ... de modo que i = 7(0) = —2/K; > 0.

Si los coeficientes a y ¢ son diferenciables con respecto a s, B (aqui B es el dngulo entre la tangente
orientada y la direccidn de la trayectoria), entonces ellos también pueden ser desarrollados en series de Taylor:

C(S,B) = Cl$+02B+C3S2 —|—C4SB—|-C5B2
+0683 + 07823 + CgSB2 + CgB3 + -
(L(S,B) = A0+A18+AQB+A382+"'

En el punto ¢; se tiene s = 0y B = A por lo que ¢; = ¢(0,A) = CoA + C5A% + CoA3 + --- En el
punto ¢ tenemos s = s(—A) y ¢ = c(q,s(—A)) = (=C1 + 1)FA + (C15 + § +72C5 — i#Cy + C5) A%. Como
¢~ 71 =r(A), en primera aproximacién, resulta C; = 0.. Ademds:
a1 :A0+A2A+A5A3+"',
a=Ao+ (—TA1 + Ag) A+ [5 A1 + LAy + 72 A3 — 7P Ay + A5]A% + -
Si sustituimos estas expresiones y el desarrollo de 7 y L en (V.4.5) y (V.4.6), obtenemos que (V.4.5)
es inmediatamente verificada y que el término de la izquierda en (V.4.6) es (A% +o0A*+--- con
¢ = 377 + 273C3 — 272Cy
i — 37 (7 + )27 Cs + ACE + 273 (—iC3 — 12Cg + 1C7 — Cs)+

4 2C,
2% AoCs — %A + (A — 241) + ¢ (V.4.12)

Dado cualquier arco C* pequeiio (esto es, dado 7 > 0 en nuestras coordenadas polares), podemos elegir
C;, A; convenientemente, de modo que ¢ =0 y o < 0. Entonces (V.4.6) serdn satisfechas. Por ejemplo,
podemos elegir Cg de modo que —27*Cs domine todos los otros (se pueden consultar todos los detalles
en [Ma94]). O
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Hiperbolicidad de mesas de billar mas generales. Hemos descripto clases de arcos focalizadores que
podrian ser usados en la construccién de billares hiperbdlicos. Esto no significa, naturalmente, que cualquier
mesa de billar con esos arcos en la frontera, sea hiperbdlica. Ahora explicamos cé6mo unir diversos tipos de
arcos en la frontera de modo de construir una mesa de billar hiperbélica. Algunas reglas simples deben ser re-
spetadas. Debemos verificar condiciones en los dngulos interiores de las componentes adyacentes, distancias
entre distintas componentes, etc. El siguiente teorema muesta como constuir billares planos con compor-
tamiento hiperbdlico cuyas componentes de frontera sean de cualquier tipo con la tnica condicion que las
componentes focalizadoras satisfagan (V.4.8) o (V.4.10). Observamos que el el caso (iii) del Teorema incluye
a todos los billares de Bunimovich.

Teorema V.4.4. Se pueden construir billares hiperbdlicos de las siguientes maneras:

(i) las componentes de las frontera pueden ser cualquier curva C3, siempre que las curvas focalizadoras sat-
isfagan (V.4.8) (vara curvas C*, (V.4.8) puede ser reemplazada por (V.4.9)). Los circulos de semicurvatura
de cada punto de cada componente focalizador no pueden contener puntos de circulos de semicurvatura de
otras componentes focalizadoras. Componentes focalizadoras adjuntas deben formar dngulo interior mayor
que w. Componentes focalizadoras y dispersoras adyacentes deben formar dngulo interior no menor que .
Componentes focalizadoras y neutras adyacentes deben formar dngulos interiores mayores que /2.

(ii) las componentes de las frontera pueden ser cualquier curva C3, siempre que las curvas focalizadoras
satisfagan (V.4.10). Los circulos de curvatura de las componentes focalizadoras no deben contener puntos de
otras componentes dela frontera. Las condiciones sobre los arcos adyacentes son las mismas que en (i).

(iii) Los arcos de la frontera son como en (i) o (ii), pero las igualdades son admitidas en (V.4.8), (V.4.10).
Casi toda trayectoria debe pasar por lo menos por dos componentes distintas de la frontera.

Demostracion. Probaremos (ii). La prueba de (i) se hace con ideas andlogas. Definiremos formas cuadraticas
convenienes con a = 0, b = 1 en todos los casos, y estableceremos ¢ = 7 si la reflexién ocurre en una
componente focalizadora y ¢ = 0 en los demds casos.

Se tienen varios casos. Si ¢ y ¢ estdn en componentes dispersoras o focalizadoras, el argumento de la
Observacion V.4.2 se aplica. Si ¢ y g1 estdn en la misma componente focalizadora, se satisface la condiciéon
(V.4.10) y la forma cuadrética es creciente. Si ¢ y g1 perenecen a diferentes componentes focalizadoras y go
no estd en la interseccién de una componente neutra con el circulo de curvatura en g1, entonces 7,71 > L.
Sea T > Ty, entonces Ly (7 + 71) < 71(7 + 7) = 277, ¥ la condicién (V.4.10) es satisecha. Si ¢, ¢q; estdn en
componentes focalizadoras y ¢o pertenece a una componente neutra adyacente, observamos que 7, + 72 > Ly
porque g3 no esta en el circulo de curvatura de ¢;. Mdas aun, si g2 estd en una componente neutra, entonces
D,,T - D, T actia como si el punto z2 fuera salteado, y los tiempos entre colisiones son sumados; ver
Ejercicio V.5. Finalmente, si q; es una componente neutra contenida en el circulo de curvatura en gs, el
analisis es similar al anterior, tomando en cuenta que 7 + 71 > Ls.

La parte (iii) se prueba usando las mismas formas cuadraticas, las cuales en este caso crecerdn eventual-
mente (ver Observacin I11.4.2 después del Teorema II1.4.1). O

El teorema anterior es vdlido si en ambas partes (i) and (ii) también admitimos arcos focalizadores cortos,
tal como fueron definidos en el Teorema V.4.3. Damos un bosquejo de la prueba (que el lector interesado
puede completar), en el caso que las curvas focalizadoras puedan ser arcos focalizadores cortos C, o satisfagan
la condicién (V.4.8). Definimos formas cuadréticas con a = 0:

(i) Si q1,920 € C y g3 ¢ C definimos ¢ = Ly. Entonces (V.4.5) se satisface de inmediato porque
el primer término, en primera aproximacion, es igual a 27A. (V.4.6) se satisface si en (V.4.12) tomamos
(=0, Cs5=0=A9g=A;, y Cgs es suficientemente grande.

(ii) Si ¢1 € C y g2 ¢ C, consideramos inicialmente sélo la condicién ¢; > 0. En el primer término de
(V.4.5) tenemos c¢o — L1 +271 > 273 — L1 >0 si 21y > Lq; esto significa que la componente donde estd g2
debe estar fuera del circulo de semicurvatura de cualquier punto de C. Si K = 0, el primer término de
(V.4.7) se hace cero. Entonces para que la forma B sea creciente a lo largo de las trayectorias, ellas deben
eventualmente pasar por componentes no neutras.

Si K3 #0, el primer término de (V.4.6) es (L1 — 271)(4c2 — 2F) + 22 E.
Si K3 > 0, entonces E < 0 y es suficiente, nuevamente, considerar 271 > Lj.
Si Ky < 0, definimos ¢y = Ly y la expresién anterior se transforma en 2Lo(L1 + Lo — 271) la cual es
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negativa si L1 + Lo < 27y. Esto significa que el circulo de semicurvatura de las componentes focalizadoras
no se intersectan entre ellas.

(iii) Si ¢1,q93 € C, g2 € C, sea ¢1 > 0, co = Lo. El primer término de (V.4.5) es Lo—c1+271 > 271 —cy;
por lo que (V.4.5) se satisface si 271 > ¢;.

El primer término en (V.4.6) es 2La(c1 + Lo — 271). Si la componente a la que pertenece ¢; es dispersora
o neutra, definimos ¢; = 0; si es focalizadora, definimos ¢; = Ly. Entonces (V.4.6) se satisface si los arcos
satisfacen las condiciones que aparecen en la parte (ii).

(iv) Si ¢1 €C y g2,q35 € C, la verificacién de (V.4.5) no necesita de nuevas condiciones y, puesto que
co =~ Lo, el primer término de (V.4.6) es (c1 — 271)(4dea — 2Ls) + 2caLg >~ 2¢9(c1 + Lo — 27), el cual es
negativo en las mismas condiciones halladas en (iii).

(v) Si un segmento de trayectoria estd entre dos componentes que no son arcos focalizadores cortos, la
forma cuadrtica se define con ¢ = L si ¢ si estd en una componente focalizadora y con ¢ =0 en los demds
casos.

Argumentos similares funcionan si las componentes focalizadoras satisfacen (V.4.10). Ver [Ma94].

Conos invariantes y fracciones continuas. Fue observado en la Seccion I11.4 que una forma cuadratica
no degenerada B automaticamente define un campo de conos en 7 M consistente en los vectores cuyos valores
por B son no negativos. Si la forma cuadrética es creciente por DT, estos conos son invariantes por 7. Dada
una forma cuadratica no degenerada B definimos

CY(z)={veT,M: Byv>0} (V.4.13)

Este campo de conos satisface la condicién de invariancia D,T(C*(x)) C C*(Tx).

Los campos de conos pueden ser definidos sin formas cuadraticas. En realidad es a veces més facil construir
un campo de conos invariantes usando propiedades geométricas u “Opticas”del sistema. Este fue el caso de
los billares dispersores y de Bunimovich en las dos Secciones anteriores.

Esas construcciones fueron usadas con éxito para probar hiperbolicidad y ergodicidad de billares. En
todos los casos alguna version de los Teoremas 111.4.4 y I11.4.5 del capitulo III fueron usadas. Estos métodos
estdn muy bien explicados en trabajos de Wojtkowski [W86], Donnay [Do91] y Bunimovich [Bu92]. Ellos
incluyen detallados estudios de propiedades de desfocalizacién de frentes de ondas chocando en fronteras
focalizadoras de la mesa de billar.

La hiperbolicidad de billares con fronteras focalizadoras satisfaciendo la condicién (V.4.8) fue probado en
primer lugar usando esas técnicas geométricas de conos. La hiperbolicidad de algunas otras mesas de billar
convexas (que nos satisfacen ninguna de las condiciones estudiadas previamente) fue probada usando otras
técnicas de conos. Ver ejemplos, al final de esta Seccién.

Una pregunta natural aparece con los billares hiperbdlicos con fronteras focalizadoras. jEs posible en-
contrar expresiones para las direcciones estables e inestables, similares a las fracciones continuas de la Sec-
cién V.27 El siguiente teorema de una respuesta afirmativa.

Teorema V.4.5. Considere mesas de billar satisfaciendo las condiciones del Teorema V.4.4. Para v-casi
todo punto las fracciones continuas (V.1.4) y (V.1.6) convergen y dan las direcciones de E3, E¥ de acuerdo
con la formula (V.2.1).

Demostracion. Comenzamos recordando un interesane teorema sobre la convergencia de fracciones continuas
cuyos elementos pueden ser positivos o negativos ([Bu92], Teoremas 10 y 11). Una fraccién continua

ay (x) + ! - (V.4.14)

Clg(x) + 1

aq\xT +¥
(—

a3(x)+

es convergente si las siguientes dos condiciones se satisfacen:

(a) todos los elementos impares son positivos y su suma es infinita,

(b) para cualesquiera dos elementos negativos asg/_1, a0k 11, k' < k”, entre los cuales no hay otros
elementos negativos, tenemos

5 "
agkr > |agk 1|71 (2 + 0r) + |aokria| ! <2 -1 _’_k(sk”) (V.4.15)
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para algunos 6; > —1,1=1,2,---.
Probaremos el Teorema V.4.5 en el caso inestable. Observamos que las condiciones (V.4.8) y (V.4.10) son
similares en términos de las componentes de k*(z) porque pueden ser reescritas, respectivamente, como

agk > |agk_1|7" 4 2lagki1| (W)

|askq1| > 205, + 2055, k=1,2,-- (M)

Entonces, si la convergencia se prueba suponiendo, por ejemplo, (V.4.8), la convergencia suponiendo (V.4.10)
se deducird automaticamente porque la ltima corresponde a un corrimiento de una posicién en la fraccién
continua. La condicién (W) para dos choques consecutivos en la misma componente focalizadora es exac-
tamente (V.4.15) para k' = k", con 9 = 0. Si T-F+1z v T=%"% son choques sucesivos en componentes
focalizadoras (no adyacentes), entonces las condiciones sobre componentes no adyacentes en el Teorema V.4.4
implican directamente (V.4.15) con dxr = J» = 0. Las fracciones (V.1.4) y (V.1.6) dan las direcciones de
los vectores estables e inestables en virtud de nuestra manera de construir los frentes de onda estables e
inestables. O

Anotamos que los billares hiperbdlicos con componentes focalizadoras de la frontera tienen entropia
positiva, que puede ser calculada por las mismas férmulas que en el caso dispersor. En particular, (V.2.9),
(V.2.12) y (V.2.13) son validas. Ver [CM92] y [C97] por detalles sobre estas cuestiones.

Por 1ltimo, probamos

Lema V.4.6. Las curvas que satisfacen (M) son arcos absolutamente focalizadores.
Demostracion. Observe que la convergencia de k*(z) implica la convergencia de
1
k™ (x) =

(119 + 5y

cos (T~ 1)

(V.4.16)

que es la curvatura de la variedad inestable antes de la reflexién en x (cf. la ecuacién del espejo (V.1.2)). Como
las curvas que satisfacen (W) son arcos absolutamente focalizadores —esto fue observado inmediatamente
despueés de la férmula (V.4.8) — el signo de kw (), o sea el signo del primer término de ky (), es negativo,
por lo que el signo de ki, o sea el signo del segundo término en ky, es positivo. Entonces el signo de &,
o sea el signo del primer término de k), es positivo y, finalmente, kps(z) (considerado como una parte de
kn(Tx)) tiene el signo de su tercer término, o sea negativo. Como estas relaciones son satisfechas en cada
reflexién en una componente focalizadora, el punto de focalizacién del frente de onda inestable (kps(z) < 0)
estd antes de la siguiente reflexién (kj;(Tz) > 0). Si esto es asi para los frentes divergentes (antes de la
reflexién), lo es también para los frentes paralelos. O

Ejemplos:

1. Curvas que satisfacen la condicién d?R/ds?> < 0. En este grupo estan la epicicloide, la hipocicloide,
la cicloide y, en particular, la cardioide (una curva cerrada cuya ecuacién en coordenadas polares es r(t) =
1+ cost, —m <t < 7). El arc de elipse & = acost, y = bsint, b?> > a?, con —7/4 <t < 7/4 también
satisface esta condicién. Ver [W86].

2. Curvas que satisfacen la condicién Ls(71 4+ 72) < 27172. En la elipse recién mencionada, el arco definido
por sin?t > b?/(b? + a?). Curiosamente, este arco es disjunto del anterior. Ver [Ma8§].

3. Observamos que las condiciones en las partes (i) y (i) del Teorema V.4.4 son C?3 abiertas. Por tanto,
las componentes no neutras de la frontera de tales billares pueden ser perturbadas en la topologia C3,
manteniendo la hiperbolicidad de los billares resultantes. Si se aceptan las igualdades — como en (iii) del
mismo Teorema — entonces las perturbaciones pueden destruir el comportamiento hiperbdlico de las nuevas
mesas de billar. Este es el caso cuando arcos de circulos son partes de la frontera. Si arcos de circulo son
perturbados, las condiciones (V.4.8) y (V.4.10) pueden fallar, y la hiperbolicidad podria no sobrevivir. Sin
embargo, en [Ma94] se probé que arcos de circulo menores que medio circulo pueden ser C* perturbados
manteniendo el comportamiento hiperbédlico del billar resultante. Un resultado similiar para perturbaciones
CS fue obtenido en [Do91].
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4. Donnay [Do91] probé que arcos absolutamente focalizadores pueden ser parte de la frontera de billares
hiperbdlicos si son juntados con rectas suficientemente largas, formando una regién convexa. Su prueba
estd basada en un estudio sutil de las propiedades de los frentes de onda convergentes en billares integrables.
Se prueba que en la elipse ya mencionada, su mitad y > 0 es un arco absolutamente focalizador si y s6lo si
b/a < /2. En [MOP96] se dan cotas inferiores para la separacién entre las componenes focalizadoras.

5. Es importante distinguir entre hiperbolicidad y ergodicidad (o mixing). No son equivalentes. Ver
Ejercicio V.14.

EJErcICcIO V.11. (a) Probar que las componentes focalizadoras de la frontera que satisfacen la condicién (V.4.8) son arcos
absolutamente focalizadores. Sugerencia: Considere frentes de onda paralelos y frentes que llegan en esa curva con angulo de
incidencia cosntante. Compare las posiciones relativas de sus puntos de focalizacién en la trayectoria saliente.

(b) Probar que las condiciones (V.4.8) y (V.4.9) en curvas T focalizadoras C* son equivalentes. Sugerencia [W86]: Sean qo, q1
puntos distintos de T', elija coordenadas cartesianas (z,y) en el plano de modo que el eje Oz pase por go y ¢1. Suponga que go
es el origen, q1 tiene abscisa positiva, y el arco qoq1 de I' estd debajo del eje de Oz, o sea que tiene ordenadas no positivas. Si
T'(s) = (z(s),y(s)) es parametrizada por la longitud de arco, sea ¢(s) el 4ngulo del eje Oz con la tangente a v en s. Note que el

radio de curvatura de v es R = ds/d¢. Sea 7 = |qoq1|. Entonces L = f: ‘fl—”s” ds = R(b) sin ¢(b) — R(a) sin ¢(a) — f; sin ¢ % ds
2
y 2r—L—11= f:y(s) %ds.

EJERCICIO V.12. Probar que las condiciones (V.4.10) y (V.4.11) de un arco I' focalizador C* son “localmente equivalentes”.
Sugerencia [Ma88]: Sea A = /2 — ¢ y y(A) = p(A)y'(0)e*4, p(0) = 0 la expresién de la frontera en el entorno de un punto de
colisién v(0). Escriba el desarrollo de Taylor de 71,7 para pequefios valores de A. La expresién de la curvatura en coordenadas
polares es K(A) = [p? + 202 — pp"][(p? + p'?)3/2]. Entonces pruebe que (V.4.10) <= 3K1 p"(0)2 < 4[p'(0) + p"’(0)] <=
3KK" < 2K"? «= (V.4.11).

EJjercicio V.13. Complete los detalles en las pruebas de los Teoremas V.4.3 y V.4.4.

EJercicio V.14. Considere una elipse, cértela a lo largo del eje mayor. Aparte ambas mitades en la direccién del eje menor. Junte
ambas mitades con lineas paralelas al eje menor. Agregue dos “paredes”paralelas uniendo las posiciones de los focos. Pruebe
que la mesa de billar resultante es hiperbdlica, pero tiene por lo menos tres componentes ergédicas diferentes. Sugerencia: ver
[W86], Appendix C.

EJjercicio V.15. Calcule el producto de las matrices Dy, T - DT, donde 21 = Tz y x1 pertenecen a componentes neutras de
la frontera.

V.5. Observaciones Finales y Perspectives

Los dos tltimos capitulos introducen al lector en la moderna teoria matematica de billares caéticos. Son
una introduccién técnica y munuciosa, después de la cual el lector puede profundizar en los los principales
trabajos de investigaciéon en el area. Pero son sélo una introduccién. Cubre los resultados bésicos; como fue
indicado en varios casos, muchos resultados fundamentales estan mas alla de los propositos y el alcance de
estas notas.

Las maés importantes dificultades aparecen en el estudio de las propiedades ergédicas de los billares
caoticos. En la Seccion II1.5 dimos el plan general de la prueba de la ergodicidad para sistemas hiperbdlicos
con singularidades. Se aplica a los billares dispersores y otros billares hiperbdlicos, pero la verificacién de cada
una de las condiciones involucra un trabajo muy grande y dificil. Hay varios trabajos exponiendo pruebas
de esos resultados, que fueron citados en esa Seccién. Ellos se refieren a los mismo m étodos con diferentes
enfoques. En realidad las diferencias principales, imposibles de explicar aqui, se dan ya en los trabajos claves
de Sinai [Si70] y de Sinai y Chernov [SC87]. Un resultado muy global sobre la ergodicidad (y la propiedad
Bernoulli) de billares planos estd probado en el reciente [DMMO05]

Mientras que la maquinaria para la prueba de la ergodicidad es bien entendida en dimensién dos (o
sea dim M = 2), la situacién es mucho menos clara en dimensiones més altas. La geometria de los bil-
lares multidimensionales es muy complicada. La estructura de las singularidades y el comportamiento de la
transformacién de billar T' es atin mas complicada. Ver, por ejemplo [BCST02], [BCST03].

Uno de los modelos maés interesantes es el célebre gas de las bolas duras, para el cual Boltzmann conjeturd,
en términos bastante oscuros y ya hace méas de 100 anos, la ergodicidad. Hemos tratado este modelo en la
Seccién IV.5 y se puede encontrar una descripcién bastante sencilla de la historia del asunto en [Ma02] y
[Sz96]. Sinai especificé la conjetura de Boltzmann en 1963 [Si63] afirmando que el sistema de N bolas duras en
el toro (en espacios de cualquier dimensién d > 2) es ergédico. El mismo obtuvo una prueba para N =d = 2
(dos discos duros en el toro de dimensién dos) en 1970 [Si70], reduciendo el sistema a un gas de Lorentz en

90



el plano. Este es el trabajo seminal de la teorfa de billares (y sistemas con singularidades) caéticos. El caso
N = 3 mostré ser mucho més complicado, y fue resuelto en 1991 por Kramli, Siményi y Szdsz [KSS91]. La
conjetura para cualquier N sigue abierta. Sobre el estado de este tema a principios de siglo el libro [Sz00],
compilado por D. Szész, es la mejor referencia.

A pesar de las dificultades, es de esperar que la mayoria de los billares descriptos en nuestras Secciones
1V.5, V.2, V.4 sean, en realidad, ergddicos. En este sentido, pues, ellos deberian ser similares a los difeomor-
fismos de Anosov.

Resulta que los billares caéticos también tienen propiedades ergddicas mas avanzadas, de acuerdo a la
jerarquia vista en la Seccién I1.3. Como ya lo observara Sinai en su trabajo de 1970 [Si70], la ergodicidad de los
billares dispersores implica casi automaticamente las propiedades mixing y K-mixing. Mas tarde, Gallavotti
y Ornstein [GO74] probaron la propiedad Bernoulli, y después Chernov and Haskell [CH96], Ornstein y
Weiss [OW98] (independientemente) probaron que sistemas con singularidades hiperbdlicos y K-mixing son
siempre Bernoulli, o sea isomorfos a un shift de Bernoulli. Esta es la propiedad mas alta en la caoticidad
desde el punto de vista de la teoria de la medida, poniendo a los billares en el mismo nivel que los sistemas
uniformemente hiperbdlicos.

Para fines m$ practicos (aplicaciones en fisica), la propiedad de Bernoulli es, sin embargo, de poca ayuda.
Como explicamos en la Seccién 1.4, las estadisticas de las iteraciones de las funciones suaves juegan el papel
fundamental. Especialmente, la tasa de decaimiento de correlaciones y el Teorema del Limite Central (TLC)
son los asuntos més importantes. Para los difeomorfismos de Anosov, el TLC fue probado al principio de los
setenta, y al mismo tiempo se establecié la tasa exponencial de decaimiento de correlaciones, que es aceptada
como la més répida posible. Esto fue hecho por Sinai, Ruelle and Bowen [?, Ru76, Ru78, Bo75]; el elemento
clave fue la construccién de las llamadas particiones de Markov.

Desde 1980, un proyecto mayor fue extender las técnicas de Sinai-Ruelle-Bowen a los billares cadticos.
Este trabajo continta, se ha explayado por més de 20 afnos y nuevas técnicas se han introducido (ver, por
ejemplo [Ba00]). Primero, las particiones de Markov fueron construidas [BS80, BSC90], después fue probado
el TLC [BS81, BSC91]. Sobre el decaimiento decorrelaciones, primero se probé [BS81, BSC91] un resultado
més débil (una cota superior subexponencial). Al final de los noventa se probé por diferentes aproximaciones
que el decaimiento de los billares dispersores es exponencial [Y98, C99a]. Al final se hizo claro que los billares
dispersores se comportan a los efectos de las aplicaciones fisicas como los difeomorfismos de Anosov. Esto
fue resumido por Gallavotti y Cohen en su “Axioma C” [GC95].

Debe ser observado que todas las propiedades estadisticas antes referidas han sido obtenidas sélo para
billares dispersores en dimensién dos. Para otros billares cadticos, y especialmente en dimensiones altas, el
asunto estd ampliamente abierto. Mas atin, la tasa de decaimiento de correlaciones para billares no uniforme-
mente hiperbdlicos, como el stadium y el gas de las bolas duras, no puede ser exponencial. Ver Seccion 11.4.
Resultados recientes sobre decaimiento polinomial en billares, se encuentran en [Ma04], [CZ05].

Faltan estudiar otras propiedades finas de los billares cadticos. Por ejemplo, en [St89, C91b] se han
estimado calculos asintéticos de las érbitas periédicas, pero no se ha obtenido ain nada semejante al Teore-
ma II1.3.8.

Recientemente, se han hecho populares estudios de modificaciones mas “realistas” de los billares. Uno
reemplaza las reflexiones eldsticas en la frontera rigida Q) por un potencial repulsivo, o por diversas formas
de choques no elédsticos sobre la frontera rigida o le agrega fuerzas externas que actian sobre la particula
dentro de @, o en partes de la mesa. Mds aun se pueden establecer diversos tipos de salidas aleatorias y
estudiar la dindmica resultante.

Una corriente firme de nuevos resultados interesantes en estas direcciénes indica que la teoria de billares
cadticos no se restringe sélo a los billares clasicos. Y que juega un papel creciente en diversos campos de la
moderna fisico-matematica, incluyendo la mecdnica cuantica.
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Apéndice A

Teoria de la medida. Ejemplos de
ergodicidad

A.1. Medidas

La familia O de subconjuntos del conjunto X es llamada un dlgebra si
X e O, AceO = A°€0O; AABeO = AUBeO
Fécilmente se deduce que
AB € O = ANB=(A°UB°)°=€0
A B € O = A\B=ANB°€0O
La familia O es llamada una o—dlgebra si es un algebra y satisface
A, €0,i=1,2,... = U;A; € O.
Si Op es una familia de subconjuntos de X, la o—algebra generada por Oy es la mas pequena o—algebra que
contiene Oy : ésta es la o—4dlgebra O tal que O D Og y O C O; para toda o—4élgebra O;1 que contiene Op.
Si O es un dlgebra de subjconjuntos X, decimos que una funcién p: O — [0,00] es una medida sobre O si
w(P) = 0 y para toda coleccién finita 0 numerable de conjuntos disjuntos A; € O, i =1,2,..., U;A; € O, tenemos
p(UiAs) =32, pn(Aq)
Una medida es o—finita si X puede ser descompuesto en una unién numerable de conjuntos con medida finita.
Cabe preguntarse si se puede extender siempre una medida sobre un &dlgebra a una o—4&lgebra més grande. La
respuesta estd contenida en el siguiente Teorema de Extensién cuya prueba puede se encontrada en [Ha50] or [F96].

Teorema A.1.1 (Hahn-Kolmogorov). Sea Qo un dlgebra de conjuntos de X y v una medida definida sobre
Qo . Entonces, existe una o—algebra O, y una medida p on O tal que O9 C O y v(A) = u(A) para cada A € O
(1 es una extension v de O). Si v es o—finita, la extension sobre la o—dlgebra generada por Oy es tnica.

Si X es un espacio topolégico, definimos la o—4&lgebra de Borel de X como la o—algebra generada por los
conjuntos cerrados de X. Puesto que los complementos de los abiertos son cerrados, coincide con la o—algebra
generada por los subconjuntos abiertos de X. Los conjuntos en el o—4algebra de Borel son llamados conjuntos de
Borel.

El ejemplo estandar de una o—algebra de Borel con una medida es la medida de Lebesgue en el espacio euclidiano
R™. Un cubo en R™ es un conjunto @ de la forma @Q = Ji x --- x J, donde Ji,...,J, son intervalos acotados
en RR. Su volumen Vol(Q) estd defino por el producto

Vol(Q) = |1 - [ Ja] -+ ||

En el caso del toro T™ se trabaja de manera similar. El toro T" es el producto cartesiano S! x --- x S, donde
St es el circulo unitario S' = {z € C: |2/ =1}. Uncuboen T™ esun conjunto @ delaforma Q = J; x---x J,
donde Ji,---,J, son intervalos en S'. El volumen Vol(Q) de un cubo Q C T™ se define por

vol(@) =[] ‘;j.

Teorema A.l1.2. Ezxiste una tunica medida (de Lebesque) X sobre el o—dlgebra de R™ (T") tal que A\Q) =
Vol(Q) para todo cubo Q CR™ (T™). En el caso del toro esta medida es de probabilidad.
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La unicidad se demuestra en el Ejercicio A.1.

Para probar la existencia de la medida de Lebesgue en IR"™ se introduce la nocién de medida exterior. Sea X
un espacio métrico y dendtese P(X) la fmilia de todos sus subconjuntos. Una funcién p* : P(X) — [0,4+00] es
llamada una medida exterior en X si satisface las siguientes propiedades:

(a) p (@) =0

(b) A; C X, t=12,--- = ,LL* (UZAZ) < ZZ /J,*(Ai)

(¢) Si ACX, BCX y dist(A,B) >0, entonces p* (AU B) = p*(A) + p*(B).
Aqui dist(A, B) ef inf{ dist(z,y) : x € A, y € B}.
Teorema A.1.3. Si X es un espacio métrico separable y p* es una medida exterior en X, entonces p* es una
medida sobre la o—adlgebra de Borel de X.

Por una prueba de este teorema ver [Ha50].

Se define la medida exterior de Lebesgue p* en R™ por p*(S)=inf)", Vol(Q:) donde el infimo es tomado
sobre todo cubrimiento finito o numerable de S por cubos. {Q;}. Es ficil probar que es una medida exterior. Por
el Teorema A.1.3, p* es una medida sobre la o—édlgebra de Borel de IR™. Entonces sélo falta probar que
1 (Q) = Vol(Q) cuando @ es un cubo y luego tomar A como la restriccién de p* ala o—4&lgebra de Borel. Para
la verificacién que p*(Q) = A(Q) para cubos, ver Ejercicio A.2.

Definicién 25. Un espacio de medida es una terna (X,0,u), donde X es un conjunto, O wuna o—dlgebra
de subconjuntos de X, y p: O — [0,00] una medida. Si pw(X) =1, decimos que (X,0O,u) es un espacio de
probabilidad y p una medida de probabilidad, o una probabilidad

Definicién 26. Sea (X,0,u) un espacio de medida. Un conjunto A C X es llamado un conjunto de medida nula
(o un conjunto nulo) si existe AcO,ACc A y M(/l) = 0. Dos conjuntos Ai, Ay C X son equivalentes (mod 0)
st su diferencia simétrica A1AAz = (A1 \ A2) U (A2 \ A1) es un conjunto de medida nula. Si S es una familia de
conguntos de X decimos que A € S (mod 0) si existe A1 € S, que es equivalente (mod 0) a A. Decimos que
S1 =82 (mod 0) si para cada A1 € S1 y A2 € So tenemos A1 € S2 (mod 0) y Az € S1 (mod 0). Finalmente,
S (mod 0)-genera O si O =38 (mod 0) donde S es la o—dlgebra generada por S.

Definicién 27. Una propiedad en un espacio de medida se satisface casi todo punto (c.t.p.) si el conjunto de puntos
donde puede no satisfacerse es de medida nula. O sea si el conjunto donde se satisface es todo el espacio (mod 0).

Teorema A.1.4. Sea (X,0O,un) un espacio de mediday Oo C O wun dlgebra que (mod 0)-genera O. Entonces para
cada A€ O y >0 existe Ag € Oy tal que u(AAAy) <e. Cuando (X,0,u) es un espacio de probabilidad, el
reciproco también es cierto.

Teorema A.1.5 (Lema de Borel-Cantelli). Sea (X, A, ) un espacio de probabilidad, y limsup,, Bn = Npr—1 Upem
B, el conjunto de puntos que pertenecen a infinitos By, C A.

(i) Si Xp(An) < oo, entonces p(limsup,, A,) = 0; o sea que casi todo punto x € X pertenece a un ninero finito de
B,.
(ii) Si Zu(An) = 00, y los By son independientes, entonces p(limsup,, An) = 1; o sea que casi todo punto © € X
pertenece a un nunero infinito de By,.

Teorema A.1.6. Si u es una probabilidad sobre el o—dlgebra de Borel de un espacio métrico separable’, entonces
para cada conjunto de Borel A y cada € >0 existe un conjunto cerrado Ao C A y un conjunto abierto A1 D A
tales que p(A\ Ao) <e y p(A:1\ A4) <e.

Teorema A.1.7. Si X es un espacio métrico completo separable y p es una probabilidad sobre su o—dlgebra
de Borel, entonces para cada conjunto de Borel A y cada € > 0 eziste un conjunto compacto K C A tal que
WA\ K) <e.

EJERcICIO A.1. La medida A del Teorema A.1.2 es tinica. Sugerencia: Si )\ fuera otra tal que M (Q) = Vol(Q) para cada cubo
Q. Cubra R™ por cubos disjuntos Q1,Q2,... Op, y pruebe que los conjuntos de Borel A tales que A(ANQ;) = XN (ANQ;)
para todo i forman un o—4&lgebra que contiene todos los cubos y todos los abiertos. Por tanto incluye el o—4&lgebra de Borel y
A(A) = N (A) para todo conjunto de Borel.

1Un espacio topolégico es separable si tiene un conjunto denso numerable
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EJErcIciO A2 (a) Si Q,Q1,...,Qm son cubosy Q C U™, Q; probar que Vol(Q) < >, Vol(Qy).
(b) Si Q@ y Qi @ =1,2,... soncubosy Q C U;Q;, probar que Vol(Q) < >, Vol(Q;). Sugerencia: Tome un cubo
compacto Qo C Q con Vol(Qg) > Vol(Q) —e y cubos abiertos Q; D Q; con Vol(Q;) < Vol(Q;) +&/2¢. Observe que

Qo es cubierto por una coleccién finita Q;,,..., Qim y aplique (a).
EJERCICIO A.3. Sea (X,0O,u) un espacio de probabilidad y A; € O, i =1,2,... Probar que
p (Mo Uisy Ai) = nETOOM (UiznAs) > limsup p(An)

n—-+oo

EJERCICIO A.4. Sea (X,O,u) un espacio de probabilidad. Suponga que A € O y que una sucesién A; € O, i =1,2,...
satisface >, p(AAA;) < +oo. Probar que para casi todo = € A existe n tal que x € A; for all i > n. Sugerencia: El
conjunto de puntos z in A tal que x ¢ Ap para una cantidad infinita de valores de n coincide con N3, U;j>y, (A\ A;) y
1 (P32 Uism (AN A7) < Yo i(A\ A7) para todo n.

EJeERrCICIO A.5. Probar que si X es un espacio métrico completo y p es una probabilidad sobre su o—algebra de Borel,
entonces todo conjunto de Borel de X es la unién de conjuntos de Borel N con u(N) =0 y una cantidad numerable de
conjuntos compactos disjuntos.

EJERCICIO A.6. Si A CIR™ es un conjunto abierto con A*(0A) = 0, entonces la funcién caracteristica fa de A (definida
por fa(z)=1si €A ypor fa(z) =0 si o ¢ A) es integrable en el sentido de Riemann y A(A) = [ fa(z)dz

A.2. Transformaciones medibles

Sean X,Y dos conjuntos y sean O y S o—algebras de conjuntos de X e Y, respectivamente. Una
transformacién f: X — Y es medible con respecto a O y S si f7'(B) € O paracada B€S. Si X e Y son
espacios topoldgicos, decimos que f: X — Y es medible si es medible respecto a las o—algebras de Borel de X e
Y.

Proposicién A.2.1. Si X e Y son espacios topoldgicos y f: X — Y es una transformacién tal que f~(A) es
un subconjunto de Borel X para cada abierto de Y, entonces f es medible.

Corolario A.2.2. Si X e Y son espacios topoldgicos, cada funcién continua f: X — Y es medible.

Si X es un conjunto e Y es un espacio topoldgico decimos que una sucesién de funciones fp, : X — Y, n > 1,
converge (puntualmente) a la funcién f: X — Y silimp,—oo fn(z) = f(x) para cada z € X.

Corolario A.2.3. Si X es un conjunto con un o—dlgebra O, Y wun espacio métrico con su o-dlgebra de Borel,
y fn: X =Y, n>1, a sucesion de funciones medibles que converge puntualmente a una funcion f: X — Y,
entonces [ es medible

Teorema A.2.4 (Teorema de Egorov). Sea (X,0,u) un espacio de probabilidad y Y wun espacio métrico. Sea
fn: X =Y wuna sucesionde funciones medibles que converge casi todo punto a una funciéon f: X — Y. FEntonces
para cada € > 0 existe un conjunto A € O con u(A) >1—¢ tal que fn|a converge uniformememente a f|a.

Un espacio topoldgico X es separable si existe un conjunto numerable denso en X. Si un espacio topolégico tiene
base numerable es separable.

Teorema A.2.5 (Teorema de Lusin). Sea (X,O,u) un espacio de probabilidad con X métrico separable, Y un
espacio métrico separable y f: X — Y wuna transformacion medible. Entonces para cada € > 0 existe un conjunto
compacto K C X tal que u(K)>1—e¢ y la transformacidn f|kx es continua.

EJERCICIO A.7. Sean X wun espacio topoldgicoy fo : X — IR a € IN, una familia numerable de transformaciones. Defina la
funcién sup, fo:X — R by (sup, fo)(z) =sup, fa(z). Probar que

(sup fa) ™' ((a,8]) = Nafa ' (=00, 8)) N (Vafa ' ((a, +00)))
y que sup, fo is medible.

EJERCICIO A.8. Sea (X,O,u) un espacio de probabilidad, Y un espacio métrico separable. Una funcién f: X — Y es simple
si es medible y f(X) es un conjunto finito. Probar que toda funcién medible es el limite de una sucesién de funciones simples.

Sugerencia: Mostrar que para cada n > 1 existe un cubrimiento de Y por conjuntos de Borel disjuntos Pl(n>7 Pz(n)7 ..

diam Pi(m < 1/n para todo i. Para cada n tome N, such that: ,u(f’l(uanPi(”))) < 1/4™. Tome un punto a €Y y
puntos arbitrarios pgn) € Pi(n). Defina fn, : X =Y by fn(z) = pl(.n) if ze€ f_l(Pi(")), 1<i< Ny, and fn(z) =a si
¢ € 7 (Uisn, P)

EJERCICIO A.9. Sean (X,0,p) un espacio de probabilidad, Op C O una subdlgebra que genera O y p' : O — [0,1] una

probabilidad. Si plo, = p'lo,, entonces p = p'. Sugerencia: Probar que la familia O’ de conjuntos A € O tales que
u(A) = p/(A) is a o—élgebra que contiene Og.

. con
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A.3. Integraciéon

Sea (X,0,u) un espacio de medida. Dado un conjunto A € O, su funcién caracteristica xa se define por
xa(z) =0 si o€ A y xa(x) =1 si z € A. Una funcién f: X — C es simple si puede ser escrita como
[ =21, Xixa,;, donde Ai,..., A, esténen O y p(A;) < +oo cuando A; # 0. La integral de f se define por

[ rdn= 3 xtan

2;£0

si la serie converge absolutamente.
Decimos que f : X — C es integrable si existe una s ucesiéon de funciones simples f, : X — C tal que
limp—oo fn(z) = f(z) forae. x y

lim |fn— fm|du =0 (1.3.1)
X
La integral de f es definida por
fdu= lim fndu (1.3.2)
Jx

n— oo
X

La existencia del limite de la derecha se deduce de (1.3.1), porque ella implica

[ gedn- [ fmdu‘ﬁ ti [ 12~ faldu=0
X X n,m—oo [y

lo cual muestra que la sucesién en (1.3.2) es de Cauchy. Es més dificil pero necesario, probar que el limite en (1.3.2)
es independiente de la sucesién {f,}. esto estd claramente garantido por la propiedad: si g, : X — C, n > 1,
es una sucesién de funciones simples tal que limp—oo gn(z) =0 c.t., y  limpmooo fX |gn — gm|dp = 0 entonces
limy, — 00 fx gn dp = 0 El propésito de esta seccién es brindar un compendio de las propiedades bésicas de la integracion.
Las pruebas de los resultados se pueden encontrar, por ejemplo, en [Rd66, Ha50] o [F96].

Las funciones integrables no tienen porque ser medibles, pero se deduce de la definicién que cualquier funcién
inegrable f coincide con una funcién medible sobre un conjunto Xo C X con u(X§) = 0. Por tanto, f~'(A) € O
(mod 0), si A C € es un conjunto de Borel. Es también claro que dadas dos funciones f; : X — C, i = 1,2, que
coinciden c.t.p.,, f1 es integrable si y sélo si lo es fa2, y en este caso sus integrales son iguales. Dada f: X — C,
decimos que es integrable sobre A C X si f-xa es integrable, y ponemos

/Afdu:/xf-xAdu.

Es facil ver que si f es integrable, entonces lo es en cada A € O. M4s aun, observe que f es integrable si y sélo si
[f] lo es.

Cuando se trata con aplicaciones, un frecuente problema importante es decidir si una funciéon f: X — C, que es
el limite c.t.p. de una sucesién de funciones integrables f, : X — €, es integrable y si su integral es el limite de las
integrales de f, cuando n — oo. Obviamente, la respuesta afirmativa requiere hipétesis adicionales. Los siguientes
tres teoremas son herramientas fundamentales para manejarse con este problema.

lim sup

n,m— oo

Teorema A.3.1 (Lema de Fatou). Sea f,: X — R una sucesidon de funciones integrables positivas tales que
liminf | f,dp < +o0
X

n— o0

y que convergen c.t.p. f: X — IR. Entonces f es integrable y
lfrninf/ fnd/AZ/ fdp

Teorema A.3.2 (Teorema de la Convergencia Mondétona). Sea fn, : X — R una sucesion de funciones
integrables tal que para c.t. = la sucesion {fn(x)} is mondtonamente creciente y

sup/ fndp < 400
n Jx

Entonces la funcion f(x) = limp—oo fn(xz) es integrable y

lim fnduz/fdu
b's Jx

n—oo
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Teorema A.3.3 (Teorema de la Convergencia Dominada). Sea f, : X — C una sucesi’on de funciones
integrables dominada por una funcion integrable f: X — R, o sea |fn(z)| < f(x) para todo m y c.t. x. Entonces,
st la sucesion fn(z), converge para c.t. x, la funcidn limite f(x) =limp—oo fn(z) satisface

/ﬂm:ﬁm/ﬁmM

Dado p > 1, denote por LP(X,O,u) el espacio de las funciones f: X — C tal que |f|P es integrable.

Teorema A.3.4. LP(X,0,u) es un espacio vectorial de funciones sobre C) y es un espacio de Banach con la

norma 1/
1l = (/ \fl”du)

De hecho, |||l no es exactamente una norma porque ||f||, = 0 sélo implica f(z) =0 para c.t. x. Este
problema de la “norma”se resuelve considerando, cuando necesario, LP(X,O,u) como el espacio cociente de los
espacios de funciones f tales que |f|P es integrable sobre el espacio de funciones que son cero c.t.p. Recordamos
que si u(X) < 0oy 0 < p<q<ooentonces L2 C LYy ||fllp < |If]lq((X))/P~1/9 para toda f € £9.

Una funcién f:X — C es £ sies medible y existe K >0 tal que |f(z)] < K paract. z. |f|l denota
el infimo de las constantes K satisfaciendo esa propiedad. Denote por L£%(X,O,u) al conjunto de las funciones
L°° . Claramente es un espacio vectorial de funciones, y en su espacio cociente sobre el espacio de las funciones que
son cero c.t.p.., |||l €s una norma de Banac.

Sea X un conjuntoy O una o—é&lgebra de subconjuntos de X. Si p: O — [0,400] y v: O — [0,400]
son medidas, decimos que p es absolutamente continua con respecto v, y escribimos u < v, si v(A) =0 implica
u(A) =0.

Teorema A.3.5 (Radon-Nikodym). sea (X,O,u) un espacio de medida y v : O — [0,400) wuna medida
satisfaciendo p < v. Si (X,0,u) es o—finita, entonces existe una funcién v-integrable f: X — IR" tal que para
cada A€ O

w) = [ s

Mds atin, la funcion g: X — C estd en L'(X,0,p) sisélosi gf € LY(X,0,v), y entonces

/ngu:/xfgdu

Esta claro que la funcién f es esenciamente tnica: si f1 : X — IR es otra funcién satisfaciendo los requirimientos
del Teorema, entonces fi1 = f c.t.p. La funcién f es llamada la derivada de Radon-Nikodym de j con respecto
a v y denotada por du/dv. Cuando p < v y v < u, decimos que p es equivalente a v. En este caso
dp/dv = (dv/dp)™". a.e.p.

EJERCICIO A.10. Si T preserva la medida p y f es una funcién integrable, probar que [ foTdu = [ fdu.

A.4. Ergodicidad de los Shifts y de Traslaciones y Transforma-
ciones Lineales en el Toro
En el Ejemplo 3 de la Seccién I.1 se introdujeron los shifts de Bernoulli.
Proposicién A.4.1. Los shifts de Bernoulli son ergddicos.

Demostracion. La prueba usa el siguiente hecho que debe ser verificado por el lector: Si A; C B(X), i =1,2, son
cilindros, existe mg > 0 tal que para todo m > myg

m(o ™" (A1) N Az) = p(Ar)u(Aq) (1.4.1)

Sea ahora A C B(X) o—invariante. Dado que el o—4lgebra of B(X) es generada por los cilindros, existe, para
cualquier € > 0, una unién finita Ay de cilindros disjuntos tal que

w(ApAA) <e.
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se ve facilmente que la propiedad (I.4.1) se satisface para uniones finitas de cilindros. Por tanto, para algin m > 0,
(o™ ™(Ag) N Ao) = p(Ao)p(Ag)
n(o™" (Ao) N Ap) = p(Ao)u(Ap)

Se deduce que

p(o™"(Ao)AAo) < plom " (A)Ao T (Ao)) + plo” " (A)AA) + (Ao AA)
= 2u(AAAg) < 2 (1.4.2)
Por otro lado,
u(o~"(Ao)AAo) = p(o”"(Ao) N AG) + u(o ™™ (Ag) N Ao)

= 2u(A0)u(AS) = 2u(A0)(1 — (Ao) (143)
De (1.4.2) y (1.4.3) obtenemos

21u(Ao) (1 — p(Ao)) < 2e
y, dado que € es arbitrario, p(A)(1 —p(A)) =0 osea, u(A)=0 6 1. O

En el Capitulo I (Seccién I.1) introdujimos las traslaciones y transformaciones lineales en el toro T™ = S* x

.- x 8. En el caso de las tranformaciones lineales, los autovalores de T son los autovalores de 7.

Sea A la probabilidad de Lebesgue sobre T" (la cual, como ya se probd, es invariante tanto por las traslaciones
como por las transformaciones lineales) y denote £2(']I‘ ™) espacio de las funciones a valores complejos T™ que son
L% con respecto a A, con la estructura habitual de espacio de Hilbert.

Teorema A.4.2. Una transformacion lineal T : T™ — T" es ergddica si y sélo si ninguno de sus valores propios
es raiz de la unidad.

Teorema A.4.3. Si x € R", la traslacion Lygy: T™ — T™ es ergddica siy solo si (k,x) € Z para cualquier
keZ", k#0.

Las pruebas utilizan bases ortonormales de L£2(T™) obtenidas de la base de Fourier {e*™**® |k ¢ Z"} de
£2([0,1] x --- x [0,1]). La descripcién formal de esta base y sus propiedades bésicas son el motivo del préximo lema.

Lema A.4.4. Eriste una base ortonormal {¢x|k € Z"} de L*(T™) tal que
(a) do =1;
(b) Para cada transformacion lineal T : T™ — T"™ se cumple (T* es la adjunta de T):
(bk OT = ¢’f‘*(k)
(c) Para cada x € R™ la traslacion L) satisface

Ok © Ln(ay = €57 g,

Demostracion. Para cada 1 : R™ — C satisfaciendo ¢ (z) = ¢¥(x + m) para todo = € R"™, m € Z", existe una
tnica ¥ : T™ — € tal que ¢ om =1. Sean 1) := R™ — C definida por Yi(x) = eitk2ma) g T™ 5 € por
ér = Yr. Entonces

qﬁkoTowz@koTowziﬁkoon:wkof:wi«*(k),

lo cual prueba la parte (b). Ahora, para z € R",
ProLrmyom=¢romoLy =9Yr0L, = eitk2ma)

dando (c). Queda por probar que {¢r, k € Z"} es una base ortonormal de £*(T™). Puesto que m: [0,1] X --- x
[0,1] — T™ es una transformacién que preserva medida, tenemos (¢1,12) = (¢1 o m, 12 o) para todo 1,192 €
L2(T™); aqui los productos internos son tomados en £2(T™) y £2([0,1] x --- x [0,1]), respectivamente. Entonces,
para cada 9 € L2(T"™) que satisface (1, 1) = 0 para todo k € Z", tenemos (1 om, ¢y o) = (1 om, i) = 0
para todo k € Z". Esto muestra que ¢ om = 0, porque {¢, k € Z"} es la base ortonormal de Fourier
£2([0,1] x --- x [0,1]). Puesto que m es sobreyectiva, obtenemos 1 = 0. O

Demostracion del Teorema A.4.2. Como T preserva medida tenemos

(10T th2 0 T) = (¥h1,12)
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para toda 1,1 € L2(T™). Entonces, para ¢ € L2(T™) tal que ¢oT = ¢, obtenemos

<¢ © T7 ¢’f’*(k)> = <¢ o Ta ZZ)I@ S T> = <¢v ¢k>
Entonces, para cada k€ Z"™ y i >0
(9oT, Gfumi(ry) = (&) k). (1.4.4)

Hay dos posibilidades para la sucesién {’f”( )} — o bien todos sus elementos son distintos, o bien, para algun 1,
tenemos T*(k) = k. Si k# 0 el segundo caso significa que 1 es un autovalor de T*', o sea de T°, y asi T tiene
una raiz de la unidad como autovalor. Por tanto, si ningiin autovalor de 7' es una raiz de la unldad, sélo podemos

tener el primer caso, y
617 = D" Ui du)l* = D 1, b))
keZd™ el
En la dltima suma todos los términos son iguales, o sea cero porque la suma es finita. Por tanto, para todo k # 0
tenemos (¢, ¢x) = 0, lo cual muestra que ¢ es c.t.p. igual a (@, ¢o)¢o, una constante, y T es ergodica.
Inversamente, suponga que uno de los autovalores de T es raiz de la unidad. Entonces, para algin ¢ > 0,
tenemos det(T*i — 1) = 0. Como los componentes de la matriz T** — I son enteros, existe algtin 0 # k € Z" tal
que T*(k) = k. Definiendo

i—1 i—1
61=) 07 (k) = ¢oT =3 bjipoT =D S =0
j=0 §=0
lo cual muestra que T' no es ergddica. O

Demostracion del Teorema A.4.3. Sean ¢ € L2(T™) y ¢o L) = ¢. Entonces

(6, 0%) = (90 Li(ay, 1) = (b, b1 © Ln(—ay) = € 52 (g, 1) .

Si (k,x) € Z paratodo 0#k € ZZ", tenemos (¢, dr) =0 para todo 0# k € Z™, o sea que ¢ es una constante.
Por otro lado, si existe 0 # ko € Z" tal que (ko,x) € Z, entonces la funcién ¢, satisface ¢r, © L) = dr,. O
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