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Resumo

Ainda que qualquer conjunto de Cantor do circulo seja o conjunto minimal de algum homeomorfismo
de S, nem sempre tal conjunto é minimal para um difeomorfismo de classe C* do circulo. Nesta tese,
provamos que nenhum elemento de uma certa familia dos chamados conjuntos de Cantor regulares é
C'-minimal. Também provamos em geral que nenhum conjunto de Cantor regular é C'**-minimal
para nenhum € > 0, e generalizamos este ultimo resultado para uma classe ainda maior de conjuntos

de Cantor que chamamos conjuntos de Cantor quase-regulares.



Capitulo 1

Introducao

Para estudar a diniAmica de um homeomorfismo f : S' — S* (onde S' = {e¥ : § € R} é o circulo
unitario), é importante estudar os conjuntos invariantes para f. E muito simples determinar os
conjuntos invariantes uma vez conhecidos os conjuntos minimais. Dizemos que um conjunto K é
um conjunto minimal para f se K é compacto, ndo vazio, invariante e minimal (relativo & incluséo)
com respeito a estas trés propriedades. Exemplos simples de conjuntos minimais sao os pontos fixos
e as 6rbitas periédicas de um homeomorfismo em S, e em geral o w-limite de qualquer ponto. O
lema de Zorn implica que todo homeomorfismo de S' tem pelo menos um conjunto minimal. Se f
tem pontos periédicos (por exemplo quando f ndo preserva orientagdo) entdo todos os conjuntos
minimais sdo finitos (as préprias 6rbitas peridédicas). Por outro lado, se f ndo tem pontos periédicos
o conjunto minimal é nico e infinito. Neste tltimo caso o minimal é um conjunto de Cantor (caso
intransitivo) ou todo S! (caso transitivo). No caso transitivo f é conjugado a uma rotacio irracional
e 1o caso intransitivo é semiconjugado a uma rotagao irracional. O seguinte teorema permite afirmar

que o caso intransitivo ndo pode acontecer quando f ¢é de classe CZ.

Teorema 1.1 (Denjoy). Se f é um difeomorfismo de classe C' em S! sem pontos periédicos e

com derivada de variagdo limitada entdao f é topologicamente conjugado a uma rotacao irracional.

Podemos encontrar uma demonstracao deste teorema em [2]. Nesse trabalho, Denjoy também
construiu difeomorfismos de classe C'! para os quais o conjunto errante é um conjunto de Cantor
(os chamados exemplos de Denjoy). Foi Denjoy quem construiu pela primeira vez este tipo de
difeomorfismos intransitivos. Existem exemplos de difeomorfismos intransitivos de classe C'+¢

para a < 1, construidos por Herman em [4]. Da existéncia de difeomorfismos intransitivos e pelo



fato de que dados dois conjuntos de Cantor em S! existe um homeomorfismo de S' que leva um no
outro, deduzimos que todo conjunto de Cantor é minimal para algum homeomorfismo. Resumindo,
os conjuntos minimais para homeomorfismos sdo qualquer conjunto finito, qualquer conjunto de
Cantor e S'. Isto ndo é assim quando f é um difeomorfismo de classe C*. E facil verificar que
todo subconjunto finito de S* ¢ C''-minimal (ou seja é minimal para algum difeomorfismo de classe
C') mas nem todo conjunto de Cantor é C*-minimal. Em [3] McDuff demonstrou em particular
que o conjunto triddico usual de Cantor ndo é C'-minimal e em [5] Norton demonstrou que os
conjuntos afins ndo sdo C'-minimais. Se T1,...,T,, sdo intervalos fechados dois a dois disjuntos
contidos no intervalo [0,1], f; : T; — [0,1] s@o fungdes lineares sobrejetivas com i = 1,..,n e a
funcao F': |JT; — [0,1] é tal que F'(x) = fi(z) se x € T}, entdo K = [, . f7"[0, 1] é um conjunto
de Cantor. Todo conjunto construido desta forma é chamado conjunto de Cantor afim.

Aqui demonstramos que os conjuntos de Cantor regulares ndo sio C'T¢-minimais para nenhum
€ > 0 e em particular que uma subfamilia de tais conjuntos ndo sdo C'-minimais. A construcdo
dos conjuntos de Cantor regulares é similar & construgdo do conjunto triddico usual de Cantor.
Em cada etapa da construcdo de um conjunto de Cantor regular, retiramos uma quantidade finita
de intervalos abertos igualmente distribuidos (na construcao do conjunto de Cantor usual em cada
etapa s6 retiramos um intervalo). Os conjuntos regulares de Cantor podem ter qualquer medida
menor que 27 enquanto os conjuntos afins de Cantor tém medida zero. Isto mostra que a familia que
consideramos difere da familia considerada por Norton. No tltimo capitulo generalizamos alguns
dos resultados para uma familia de conjuntos de Cantor um pouco maior que chamamos conjuntos

de Cantor quase-regulares.

1.1 Preliminares

Consideramos homeomorfismos f : S' — S' sem pontos periédicos. Se x é um ponto de S*,
denotaremos por o~ (x), ot (z) e o(z) as dérbitas passada, futura e total de = para f. Denotaremos
por a(x) e por w(z) o conjunto dos pontos de acumulacio de o™ (z) e o™ (x) respectivamente. Nao
é dificil provar que os conjuntos a(z) e w(x) e o conjunto errante (f) coincidem e nao dependem

de z. O conjunto (f) é fechado, ndo-vazio e f-invariante.

Proposicao 1.2. O conjunto Q(f) é o tnico conjunto minimal para f.

Demonstragao. Seja I' um conjunto minimal para f. Se y € I" entao a(y) = w(y) = Q(f) C T, logo
Q(f) =T. O



Proposigao 1.3. As possibilidades para Q(f) sdo S* ou um conjunto de Cantor.

Demonstragdo. Suponhamos que Q(f) ndo é S'. Vamos demonstrar que (f) é um conjunto de Can-
tor. Seja I uma componente conexa de Q(f). Como f ndo tem pontos periddicos, f™(I)( f™*(I) = ¢
para m # n. Daqui temos que se existe « interior a I entdo x ¢ a(x), que é uma contradi¢do. Logo
Q(f) é totalmente desconexo. Se x é um ponto de Q(f), entdo = é um ponto de acumulagéo de sua

6rbita, logo Q(f) nao tem pontos isolados. Entao temos que Q(f) é um conjunto de Cantor. O

Para o caso em que f é uma rotacdo de angulo irracional, é ficil provar que o conjunto Q(f) é
S!. Para ver exemplos em que 2(f) é um conjunto de Cantor, veremos primeiramente um pouco

da teoria de Poincaré (ver por exemplo [7]). Sejam f : S' — S! um homeomorfismo e f: R—Ro

levantamento de f tal que f(0) € [0,1). Se g é uma rotacao entao g(z) = = + g(0).

Proposicao 1.4. Se f é um homeomorfismo de S' que preserva orientacdo, entio para todo ponto
)=

n

x o limite p(f) = limy,— 40 existe e nao depende de z.

Para a demonstracio veja [7].
Definigao 1.5. O ndmero p(f) é denominado niimero de rotacao de f.

Proposicao 1.6. Se f é um homeomorfismo de S! que preserva orientacio entdo, f tem pontos

periddicos se e s6 se « é racional.

Para a demonstracao veja [7].

Teorema 1.7. Se f é um homeomorfismo sem pontos periédicos (ou seja, se a é irracional) entdo

existem uma 1nica rotacio g e uma funcio continua, sobrejetiva e monétona h : St — S tais que

hof=goh.

O

Para a demonstracao veja [7]. Nestas condi¢oes os homeomorfismos f e ¢ tém o mesmo numero de
rotacdo. No caso em que Q(f) = S* entdo h é um homeomorfismo (f e g sdo conjugados por h)
e quando Q(f) é um conjunto de Cantor A ndo é um homeomorfismo (f e g sdo semiconjugados

por h) e h(Q(f)) = S*. Em [8] podemos encontrar uma construgdo bem clara de um conjunto



de Cantor C'-minimal. A construcdo é feita da seguinte maneira. Dada uma rotacdo irracional
Ry (e27) = e?mit+) | corta-se o circulo S' em todos os pontos de uma 6rbita {#, : n € Z} de R,
e em cada corte insere—se um segmento I,, que finalmente serd um intervalo errante. Para obter
exemplos com infinitas érbitas de intervalos errantes devemos cortar S' nos pontos de infinitas
orbitas de R,. Basicamente, os exemplos de Denjoy conhecidos sdo os antes mencionados e seus

conjugados.

Proposigao 1.8. Todo conjunto de Cantor em S* é minimal para algum homeomorfismo.

Demonstragio. Sejam K um conjunto de Cantor contido em S' e f : S' — S! um dos exemplos de
Denjoy. Seja © o conjunto minimal para f. Sabemos que existe um homeomorfismo h : St — S! tal
que h(K) = Q. Consideremos F = h™'o foh : St — S. Claramente F é um homeomorfismo, tem
o mesmo numero de rota¢do que f e F(K) = K. Como o conjunto minimal de um homeomorfismo

sem pontos peridédicos é inico, temos que o conjunto K é o conjunto minimal de F'. O

O teorema de Denjoy 1.1 permite afirmar que se f é um homeomorfismo de classe C? que
preserva orientacdo entdo Q(f) = S'. Em outras palavras temos que os conjuntos de Cantor de
S ndo sdo C%-minimais e que todo conjunto de Cantor de S' é C°-minimal. Gostariamos saber
quando um conjunto de Cantor de S' é C'-minimal. Sabemos que nem todo conjunto de Cantor
de S' é C'-minimal. Em [3] McDuff demonstrou que o conjunto triddico usual de Cantor nao é
C'-minimal. Também sabemos que os conjuntos de Cantor afins ndo sio C'-minimais, fato que
demonstrou Norton em [5]. Em [3] McDuff também conjecturou sobre os conjuntos de Cantor C'-
minimais. Para enunciar tal conjectura, McDuff define o espectro de um conjunto de Cantor (ver
secdo 2.1) como o conjunto {A,} dos comprimentos das componentes conexas do complementar
de K ordenados em forma decrescente (A,+1 < A,). Precisamente, McDuff conjecturou que se o
conjunto de Cantor K é C'-minimal entdo A, /A,+1 — 1 quando n — oo. Neste trabalho McDuff
demonstrou um teorema que enunciaremos utilizando uma condicao que chamamos condicao de

p-separacao. Esta condicao sera explicada no préximo capitulo.

Teorema 1.9 (McDuff). Se um conjunto de Cantor K satisfaz a condigao de p-separacdo para

p =0 entdo K nio é C'-minimal.

No que segue a condicdo de p-separacdo para p = 0 serd chamada de condicdo de McDuff.
Como corolario deste teorema McDuff demonstra que o conjunto triddico usual de Cantor ndo é

C'-minimal.



1.2 Resultados

No capitulo a seguir generalizamos o teorema de McDuff demonstrando o seguinte.

Teorema 1. Se o conjunto de Cantor K satisfaz a condi¢do de p-separacdo para algum inteiro p

ndo negativo, entdo K nio ¢ C'-minimal.

Para a demonstracdo veja secdo 2.2. Nos capitulos 3, 4 e 5 trabalhamos com uma familia de
conjuntos de Cantor que chamamos regulares. No lema 3.7 mostramos que para os conjuntos de
Cantor regulares A, /An4+1 = 1, portanto se for verdade a conjectura McDuff, tais conjuntos ndo

sdo C'-minimais. Na tentativa de provar isto tltimo, obtemos alguns resultados parciais.

Teorema 2. Se K é um conjunto de Cantor C'-minimal para f que tem uma unica 6rbita de

intervalos errantes, entdao K nao é regular.

Para a demonstragao veja se¢ao 3.5. Como resultado geral provamos o seguinte.

Teorema 3. Se K é um conjunto de Cantor regular, entdo K ndo é C'T*—minimal para nenhum

e > 0.

Para a demonstracao veja secao 4.2. Para obter este resultado, provamos que se um conjunto de
Cantor regular fosse C'*T*-minimal entdo satisfaria a condicdo de p-separacdo para p = 0, o que
contradiz o teorema de McDuff. No caso em que o conjunto de Cantor regular K é de medida
positiva, supondo que é C''-minimal para um difeomorfismo f, obtemos condicdes bastantes rigidas
para f’. Se a seqliéncia {m;} é tal que m; é a quantidade de intervalos retirados na etapa i da

construcao de K, temos o seguinte resultado.

Teorema 4. Se K é um conjunto de Cantor regular de medida positiva e a seqiiéncia {m;} ndo é

limitada, entdo K ndo é C'-minimal.

Para a demonstracdo veja secdo 5.2. No ultimo capitulo generalizamos alguns dos resultados an-
teriores trabalhando com uma familia de conjuntos de Cantor maior que chamamos conjuntos de
Cantor quase-regulares. Para tais conjuntos definimos sua regularidade que é um nimero entre 0
e 1. No caso em que a regularidade ndo é nula (o conjunto ndo é muito irregular) é possivel gen-
eralizar alguns dos resultados obtidos nos capitulos anteriores. Em particular, temos os o seguinte

resultados.

Teorema 5. Se um conjunto de Cantor K é C'-minimal para um difeomorfismo f, e se no com-

plementar de K existe uma tnica 6rbita de intervalos errantes, entao K nao é quase-regular.



Para a demonstracao veja se¢ao 6.2.

Teorema 6. Se K é um conjunto de Cantor quase-regular de regularidade nao nula, entdo K nao

¢ C'*¢-minimal para nenhum & > 0.

Para a demonstracdo veja se¢do 6.3. Em [5] Norton da outros exemplos de conjuntos de Cantor que
nao sdo C'-minimais. Naquele trabalho, ele demonstra que os conjuntos de Cantor afins nio sio
C'-minimais. Se temos um conjunto de Cantor afim tal que A, /\,+1 - 1 entdo o conjunto satisfaz
a condigao de p-separagao para p = 0, logo pelo teorema de McDuff concluimos que o conjunto nao
¢ C'-minimal. Se \,/A\,4+1 — 1 o conjunto de Cantor afim nio verifica a condigdo de p-separagao,

logo nado esta nas hipdteses do teorema de McDuff nem nas do teorema 2.1.

10



Capitulo 2
A condicao de p-separacao

Como j4 dissemos, os exemplos conhecidos de conjuntos de Cantor C''-minimais sdo os exemplos de

An
An41

{An} é o conjunto dos comprimentos das componentes conexas do complementar de K ordenadas

Danjoy e seu conjugados. Nesses exemplos sempre se tem que tende a 1 quando n — oo, onde
em forma decrescente (ver segdo 2.1). Seria muito bom se tivéssemos alguma condigdo geométrica
sobre o conjunto K mediante a qual pudéssemos decidir se K é ou ndo C''-minimal. Por exemplo,
em [3] McDuff demonstrou que se um conjunto de Cantor K satisfaz a condigao de p-separacao para
p = 0 (ver secdo 2.1) entdo K nao é C'-minimal. Basicamente, a condigio de p-separaciao para p = 0
indica que existe um recobrimento fechado do conjunto {log A, } tal que toda componente conexa

do complementar do recobrimento é maior que toda componente conexa do recobrimento. Em

particular, a condicao de p-separacao implica que }\AL nao tem limite 1. Naquele mesmo trabalho,
McDuff conjecturou que se ;‘11 nio tem limite 1, entdo K ndo é C'-minimal. Tal conjectura

permanece aberta até hoje. Neste capitulo obtemos uma generalizacdo do resultado estabelecido

por McDuff em [3]. O resultado obtido é o seguinte.
Teorema 2.1. Se o conjunto de Cantor K satisfaz a condicdo de p-separacdo para algum inteiro

nao negativo p entdo K nao ¢ C'-minimal.

Em particular, na secdo 2.3 exibiremos uma familia de conjuntos de Cantor para os quais o
teorema 2.1 permite afirmar que ndo sdo C'-minimais. Também mostraremos que a condi¢do de

McDuft [3] ndo é satisfeita para tais conjuntos de Cantor.
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2.1 Espectro de um conjunto de Cantor e a condicao de p-

separacao

Se K é um conjunto de Cantor em S!, chamamos espectro de K ((E)k) ao conjunto dos compri-
mentos das componentes conexas do complementar de K ordenados em forma decrescente (A; >
Ai+1). Chamamos recobrimento do espectro de K a toda familia de intervalos fechados disjuntos
Ji = g, Bi], i > 1 tais que (E)x C Uso; Ji e aip1 < Bip1 < a; para i > 1. Nestas condigdes,
para cada componente conexa I do complementar de K temos associado um inteiro positivo n(I)
tal que |I| € Jy(r). Dizemos que o conjunto de Cantor K satisfaz a condigdo de p-separagdo para
um recobrimento {J;} do espectro de K se existe p inteiro ndo negativo tal que para todo N > 0
existe n(N) > 0 tal que

Qjyn— B
L > (14 p(N))
Bij+p+n Qjtp

(2.1)

para todo n inteiro, |n| < N, e para todo j suficientemente grande. Para n = 1 temos figura a

seguir.
aj
Bi+p+1
| | | | | |
! \ ! \ ! \
Qjipil «a B « 153
Jj+p+ 5j+p+1 Jj+p Jj+p J J
Bj
Qjtp
Figura 2.1:

Lema 2.2. Se o conjunto de Cantor K é C'-minimal e {J;} é um recobrimento do espectro de K

[e7]

By ¢é limitado.

entao

Demonstracao. Para demonstrar este lema podemos supor que todo intervalo do recobrimento do
espectro de K contem algum elemento do espectro de K. Suponhamos que K é C'-minimal para

um difeomorfismo f. Sejam M e m o méximo e o minimo de f’ respectivamente. Portanto, se I é

12



uma componente conexa do complementar de K e {|f™(I)| : n € N} = {y1,...,7j, ...} com yj41 < 7;j

, temos
i
Yj+1

< max{M,1/m}. (2.2)

Seja {J;} é o recobrimento do espectro de K, entdo para todo i existe j; tal que v;;, € J; e vj,41 €

Ji+1. Entao

g Vi

< . (2.3)
Bir1 Vit
Portanto utilizando 2.2 e 2.3 temos
Q;
< max{M,1/m},
Bit1

logo segue a tese. O

Lema 2.3. Se o conjunto de Cantor K ¢ C'-minimal e satisfaz a condigio de p-separacio para {.J;}

entao 5—’ ¢ limitado.
J
Demonstragao. Tomando N =n =1 em 2.1 temos

@)

Bj
> (1+9n(1
Bj+p+1 (L +n( ))aj+p

para todo j suficientemente grande. Logo

& < ]. O{j+p
a;  14+n1) Bjyprr’

e portanto o resultado desejado se segue do lema anterior.

As seguintes propriedades sdo de facil verificacéo.

1. Se o conjunto de Cantor K é C''~minimal para f, entdo para todo r > 1 existe um recobrimento
finito de K formado por intervalos 7; fechados e disjuntos dois a dois tais que, se x,y pertencem

a um mesmo T3,

2. Se o conjunto de Cantor K satisfaz a condigdo de p-separacdo para {.J;} entdo

Y > 1401)
Bj+1

para todo j suficientemente grande.

13



Lema 2.4. Se o conjunto de Cantor K é C''-minimal para f e verifica a condi¢do de separacio entdo

para toda componente I do complementar de K, |n(I) — n(f(I))| é limitado.

Demonstragio. Se m e M sdo o minimo e o mdximo de f' respectivamente entdo m|I| < |f(I)| <
M|I|.
Se n(f(I)) = n(I), utilizando a propriedade 2 temos

- Qn(1) 1] 1
| 4 g(1)n @) —nl) ¢ OnD) <L
( (1) Bupary D]~ m

e se n(f(I)) < n(l) entdo

(1 4+ (1)U ¢ YD) |f(D)] < M.
Bn(1) 1]

Em ambos dos casos concluimos que |n(I) — n(f(I))| é limitado. O

2.2 Demonstracao do teorema 2.1

Demonstragio. Suponhamos por contradicdo que o conjunto de Cantor K é C'-minimal para f
e satisfaz a condicdo de p-separacdo para {J;}. Pelo lema 2.4 existe Ny inteiro positivo tal que
[n(I) — n(f(I))] < Ny para toda componente conexa I do complementar de K. Consideremos um
recobrimento de K formado por intervalos abertos 71, ..., T} dois a dois disjuntos tais que se = e y

pertencem a um mesmo T}, entao
f'(z) _ 1+ n(No)
f'(y) 3

Tal recobrimento existe pela propriedade 1. Sejam I e J dois intervalos do complementar de K

. (2.4)

contidos num mesmo T; tais que n(I) —n(J) < p (p é o inteiro dado pela condicdo de separacao).
Provaremos agora que n(f(I))—n(f(J)) < p. Suponhamos por contradicao que n(f(J)) < n(f(I))—

p. Entao
fD S ) o )
IF(DI ™ Brgrayy ~ Butran+pe

Utilizando a condigéo de p-separacgio e que |n(J) —n(f(J))| < Ny, obtemos

VDL (14 vy 242

IF(~ Un(I)4p
Por outro lado, utilizando 2.4, temos

O] _ 1+ n(N0) _ (4 00V0) Busy _ (+1(0N0)) Baiy
IF(D)] = 3 h 3 Qn(r) 3 e

14



que é uma contradi¢do. Entdo temos que se I e J estdo contidos numa mesma componente 7} tais
que n(I) —n(J) < pentdo n(f(I)) —n(f(J)) < p. Para cada componente do complementar de |J T;
existe uma componente do complementar de K que a contém. Sejam ditas componentes Ly, ..., L.
Seja I uma componente qualquer do complementar de K. Como |f/(I)| — 0 quando j — oo entio

existe jo tal que para todo j > jo
n(f7(1)) > p+max{n(L;) :i = 1,...,k}.

Nestas condigoes existe ig tal que f70(I) = (aj,,bj,) estd contido em Tj,. Seja cj, um ponto de K
contido em Tj, tal que |(cj,, aj,)| < |f7°(I)|- Daqui, se J é uma componente conexa do complementar
de K contida em (cj,, aj,) entdo n(f(I)) —n(J) < p, logo n(f+1(I)) —n(f(J)) < p. Pela escolha
de jo temos que n(f(J)) > max{n(L;) : i =1,...,k} ouseja f(J) # L; parai =1,..., k. Isto mostra
que f+(I) e f((cjy,aj,)) estdo em um mesmo T;. Procedendo indutivamente temos que para todo
intervalo J do complementar de K contido em (cj,, aj,), f™(J) # L; para todo inteiro positivo n e
i=1,...,k. Isto é uma contradicdo, ji que no intervalo (cj,,a;,) existem intervalos do passado dos

intervalos L;.

2.3 Exemplos de conjuntos de Cantor que satisfazem a con-

dicao de p-separacao

Nesta secao construimos uma familia de conjuntos de Cantor que satisfazem a condicao de separacio

para p = 1 mas ndo satisfazem a condigdo de McDuft [3] (condi¢do de separagdo para p = 0).

2.3.1 Construcao do espectro do conjunto de Cantor

Primeiramente determinamos um conjunto de numeros reais que a menos de uma reordenacao
coincide com o espectro do conjunto de Cantor procurado. Seja v um numero positivo tal que v < 3

e v%/2 > 3. Para cada inteiro positivo n consideramos o conjunto

7% .
A(n) ={nmm; = Santz =T s}

Se S(n) é a soma dos elementos de A(n) temos que

n

41 1 2
j=

—n

15



Entdo )7 S(n) é convergente, logo a soma dos elementos do conjunto

B:{ni_7 ieNjU UA

também ¢ finita (chamemos p a dita soma). Para o conjunto B temos a seguinte figura.

A(n) A(1)

N N

| |IIIIIII|II|IIIIIIII||I||IIIIIIII|II|IIIIIIIII|II|IIIIIIIII| | |III|IIIIIIIII|II|IIIIIIIII|II|IIIIIIII|II|I| |
1 1
37 32

=

1
34n+2 34n+1 36 |

1
3 F3 5

w

Figura 2.2:

O conjunto que vamos considerar como espectro é

2rx

C={=-:eB}

A soma dos elementos do conjunto C' é 27.

2.3.2 Construgao do conjunto de Cantor

Vamos determinar um conjunto de Cantor que tem o conjunto C' como espectro (a menos da ordem).
Sejam Ry a rotacdo de angulo irracional § em S' e 2 um ponto fixo de S'. Seja m : Z — C uma

bijecdo. Definamos a familia de intervalos abertos (a;,b;), j € Z como segue.
ap — 0, bo = m(O)
e para todo inteiro j nao nulo

a; =bo + Z m(k), bj = a; +m(j).
R (2)€(w,R)())
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Definimos K = S* \ ({U;¢ (e, e"7)). Vejamos que K é um conjunto de Cantor. Como a medida
de K é zero entao, K é totalmente desconexo. No conjunto K estdo os extremos dos intervalos
(el eii) e os pontos que sdo de acumulagdo de extremos. Entdo, se K tem um ponto isolado
deve ser extremo de dois intervalos consecutivos, coisa que é uma contradicao porque tais intervalos
se ordenam segundo a 6rbita de um ponto em Ry. Entao temos que o conjunto fechado K é um

conjunto de Cantor que tem como espectro o conjunto C'.

2.3.3 Condicao de p-separagao para K

Mostraremos que o conjunto K construido na secao anterior satisfaz a condicao de separacao para

p = 1. Os elementos de C' sdo da forma

27 _ 271'72%'
Wi = W, Wij = W
comt € Nej=—i,..,i. Portanto
271'7_% _ 271'72%' 271'7%

p3tirz S Wij = p3iirz S 3t
Entédo a familia J; = [a;, 5;], com j inteiro positivo, que determinamos a seguir é um recobrimento

de C. Se existe um inteiro positivo k tal que j = 4k + 2 entdo definimos

_ 27r7*% _ 27r7%
EARTETI Pi = 3
Caso contrario
27
i =P Tk
Daqui temos que para todo inteiro n
Ajin—1 S i
=

1
Bitnt1 ~ 3
bem como

Bi 3,
j+1

Como v < 3, vemos que K satisfaz a condi¢do de separacdo para p = 1. Por tanto, utilizando o

[N

teorema 2.1 temos que o conjunto K nio é C'-minimal.

2.3.4 O conjunto K nao satisfaz a condicao de McDuff

Suponhamos por contradi¢do que K satisfaz a condi¢do de McDuff para um recobrimento {L; =

[, Bi]} com i € N. Em particular, a condicao de McDuff implica que todo ‘gap’

[e7]
i

é maior que
Bit1 !
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todo ‘nao gap’ B: Fixado k temos

[e3

|
S

Wej o _ —
= 5= =7
Wk,j—1 L]

S

que tem limite 1 quando ¢ — co. Entdo se k ¢ suficientemente grande os wy; pertencem ao mesmo

intervalo que chamamos L;, = [«;,, (i, ], logo i—’“ > 7. Temos as seguintes possibilidades.
ik

1. Se B, < ﬁ entdo existe o, com r < i tal que

2r
Bik < Qp < )
34k+1
logo
2

o @ _ 3 B

X 51z T 1o T —-

Bio ~ gl T AT

Entdo temos que existe um ‘gap‘ menor que a,./f;, que é menor que o ‘ndo gap 5—’“, que é
ke

uma contradigdo.

2. Se ay, > i4rs, também temos uma contradicdo (andlogo ao caso anterior).

21 2T =
3. Se /Blk 2 W € oy < W entao
Portanto temos que o ‘gap‘ ;. /a;, € maior que todo ‘nao gap‘ ( todo nao ‘gap‘ é menor ou
k k
igual que 3) que é uma contradicio.

Entao o conjunto K ndo satisfaz a condicdo de McDuff.
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Capitulo 3

Conjuntos de Cantor regulares e

rigidez geométrica

Neste capitulo obtemos certos resultados gerais sobre conjuntos de Cantor C'-minimais. Em breve
demonstraremos que sob certas condi¢des os chamados conjuntos de Cantor regulares (ver segao 3.2)
nao sdo C'-minimais. A construcdo dos conjuntos de Cantor regulares é similar & construcio do
conjunto triddico usual de Cantor. Em cada etapa da construcao de um conjunto de Cantor regular,
retiramos uma quantidade finita de intervalos abertos igualmente distribuidos (na construc¢do do
conjunto de Cantor usual em cada etapa s6 retiramos um intervalo). Para os conjuntos de Cantor

regulares, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Se um conjunto de Cantor K é C'-minimal para um difeomorfismo f, e se no

complementar de K existe apenas uma 6rbita de intervalos errantes, entdao K nao é regular.

3.1 Generalidades

Os lemas a seguir, ainda que gerais, sdo de muita utilidade nas demonstracoes dos resultados prin-

cipais.

Definicao 3.2. Se f: S' — S! é um difeomorfismo, entdo para cada ponto  em S' e para cada

inteiro ndo negativo n definimos F(x,n) = .7 log f'(fi(x)) = log(f™)' (x)

Lema 3.3. Se um conjunto de Cantor K é C'-minimal para f, entdo existe um ponto x em K tal
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que F(z,n) > 0 para todo inteiro ndo negativo n.

Demonstra¢dgo. Suponhamos por contradigdo que para todo ponto x em K existe m, tal que
F(xz,m;) < 0. Pela continuidade de f', para cada = em K existe d, > 0 tal que para todo ponto y
no intervalo (z — 0,z + J;), temos F(y,m;) < 0. Como a familia de intervalos (z — 0,z + ;) com
x em K éum recobrimento de K, e K é um conjunto de Cantor, entdo existe um refinamento finito
{I;,i=1,...,p} deste recobrimento formado por intervalos abertos dois a dois disjuntos que cobrem
K. Pela escolha do recobrimento, sabemos que para cada [; existe m; € N tal que para todo y € [;,
temos F(y,m;) < 0. Além disso, S* \ UY_, I; ¢ uma reunido finita de intervalos fechados. Cada
um deles estd contido numa componente conexa do complementar de K que chamaremos .J; com
i=1,..,p. Sejam m = max{m; :i =1,...,p} e M > 1 0 mdximo de f’ em S*. Consideremos um
intervalo errante 7' do passado de J; tal que |T'|M™ < min{|Ji|,...,|Jp|}. Agora demonstraremos
que para todo j inteiro positivo |f/(T)| < |J1|, o que conduz a uma contradi¢io. Pela escolha de T,

sabemos 7' estd contido em I; para algum . Pelo teorema do valor médio, existe 6 € I; tal que
[f™(T)] = |TI™)'(0).
Como F(0,m;) < 0, temos (f™)"(§) < 1 e por tanto
[F™H(T)] < |T.

Podemos repetir este processo com f™i(T") no lugar de T'. Procedendo indutivamente desta forma
concluimos que existe uma seqiiéncia vy, va, ..., Vg, ... com v € {mq, ..., mp} tal que para todo inteiro
positivo r vale

|f Sk (D) < [T,

Como para todo j existe ro > 0 tal que > 2, v < j < 220:11 v, temos

|f2(T)] = | =262 v (fE5(T))| < M™T| < | 4.
O

Lema 3.4. Se o conjunto de Cantor K é C*-minimal para f e A\, /A\,+1 - 1 entdo existem 1 > 0

e x € K tais que F(x,m) < —n para todo inteiro positivo m.

Demonstra¢io. Como A,/Ap41 - 1, existem g9 > 0 e uma seqiiéncia crescente {ny} tais que

An .
1+e9 < Ankil' Seja I, uma componente conexa do complementar de K tal que |I,,,| > A, €

para todo j > 1, |f/(I,,)] < Anyt1. Pela escolha de I, temos que |I,,| — 0 quando k — oo.
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Sejam z um ponto de acumulagdo do conjunto dos intervalos I, (z € K) e a seqliéncia {k;} tais

que d(z, I, ) — 0 quando i — oo. Portanto, para todo n, existe i suficientemente grande tal que

Any, L,
1 +¢€o < - X - .
Anki"rl |fn(Inkl)|

Entao

(I,
F(z,m) = log(f")'(z) = log (hm T

lim ——— | < —log(1 + &p).
A )] >\

O

Lema 3.5. Se um conjunto de Cantor K é C'-minimal para f e A\,/\,+1 - 1 entdo para todo

ponto x de K, F(x,m) ndo é limitado.

Demonstracao. Pela transitividade de K, basta demonstrar a propriedade para um ponto qualquer
de K. Sejam o ponto x e o nimero 1 dados pelo lema 3.4 e suponhamos por contradicao que
F(z,m) é limitado. Portanto se y = inf{F(x,m) : m € N}, existe um inteiro positivo p tal que

|F'(z,p) —y| <n/2. Logo
F(fP(x),m) = F(x,m +p) — F(z,p) = F(x,m +p) —y — (F(z,p) —y) > _7" (3.1)

para todo inteiro positivo m. Seja {nj} tal que fPT"(z) tem limite * quando k — oco. Pela

continuidade uniforme de f’ temos que

[F(f7(@),p + ) = Flz,p+ni)| < |log f/(f7F" (@) —log f'(f(2))] = (i) = 0

i=0

quando k£ — oco. Entao
F(fP(x),p+nk) < F(2,p+ng) +6(ni) < —n+ 6(ng),

logo utilizando 3.1 temos uma contradigao. O

3.2 Conjuntos de Cantor regulares

A construcao dos conjuntos de Cantor regulares imita o procedimento utilizado para se obter o

conjunto triadico usual de Cantor.

Dadas duas seqiiéncias {m;} e {#;} com m; inteiro positivo e 0 < §; < 1, procedemos como segue.

Na primeira etapa retiramos do circulo m; intervalos abertos de igual comprimento, igualmente
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distribuidos, obtendo o conjunto fechado K; = (JA;, (i1 = 1,...,m1) com medida de Lebesgue
|K1| = 61, onde A;, sdo as componentes conexas de K. Na segunda etapa, de cada componente
conexa A;, retiramos ms intervalos abertos de igual comprimento, igualmente distribuidos, obtendo
o conjunto fechado Ko = (JA i, (ia = 1,...,my + 1) com medida |Ks| = 62|K]|, onde A, ;, sdo
as componentes conexas de K. Procedendo indutivamente, obtemos para cada n um conjunto
fechado K, C S!, contido em K,_;, com medida |K,| = 0,|K,_1|, e escrevemos K, = |JA;, i,
(i, = 1,2,...,m, + 1) onde A;,  ; sado as componentes conexas de K, (A ..i C Ni . i 1)
Definimos K = (| K,. Note que K é fechado, sem pontos isolados e totalmente desconexo. A todo
conjunto K construido desta forma chamaremos conjunto de Cantor regular. A figura 3.1 mostra
sucessivas etapas da construcdo de um conjunto de Cantor regular.
Ay AV

A171 Al,mg—‘,—l Am1,1 Am17m2+1

Figura 3.1:

Seja agora {\;} o conjunto dos comprimentos das componentes conexas de S\ K ordenados de
forma decrescente, ou seja A\; > Ay > ... > A\, > .... Este conjunto de comprimentos é denominado

o espectro de K.

As seguintes propriedades sio de facil verificacdo.

1. Para todon > 1, temos K,,+1 C K,,.

2. Para quaisquer 7,5 € {1,2,...,mp1 + 1}, temos |A;, .- = |Aiy. ins| €
|Kﬂ Ai1...ik7‘| - |K0Ai1...iks| -
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3. Temos | K| = lim,_, 61 ...0,; em particular, para todo ndmero real v com
0 < v < 1 existe um conjunto de Cantor regular de medida de Lebesgue v (para verificar isto,

1/2

quando v = 0 tome 6,, constante, e para v > 0 tome 6,, = v/2" | por exemplo).

4. Toda componente conexa de S\ K é componente conexa de S \ K,, para algum n.

5. Se fixamos n, temos que para toda componente conexa I de S'\ K, contida em uma das
componentes conexas de K, existe em cada uma das outras componentes conexas de K,

uma componente conexa de S' \ K de comprimento |I|.

3.3 Propriedades geométricas dos conjuntos de

Cantor regulares

Nesta secao provaremos duas propriedades geométricas dos conjuntos de Cantor regulares.

Lema 3.6. Os comprimentos das componentes conexas de K,, sio menores que 27/2"~! para todo

inteiro positivo n.

Demonstrac¢ao. A afirmagao é trivial se n = 1. Por outro lado, pela construcio de K, sabemos que
para todo n > 2

0
Ay = g A -
n

Portanto, para todo n > 2 temos

n
B 2
1Ay in| = Hej(l +my) A | < on—1°

j=2
O

Lema 3.7. Se K é um conjunto de Cantor regular e {\;} é o espectro de K, entao \,/A,4+1 nao

converge a 1 quando n — oo.

Demonstragao. Seja a seqiiéncia {l;} onde [; é o comprimento dos intervalos abertos que foram
retirados na i—ésima etapa da construcao do conjunto K. Da construcao de K temos que os intervalos
abertos retirados na etapa n > 2 estao contidos em K, _1, portanto [, é menor que o comprimento
de cada uma das componentes conexas de K,_1, logo utilizando o lema 2.1 temos I,, < 27 /2"~2

para n > 2. Entao, para n > 2 temos

# ({log i} N[—(n — 2)log2 + log 27, 0]) < n. (3.2)
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Suponhamos por contradicdo que Ap/A,+1 tem limite 1. Entdo para todo e > 0 existe ng > 0 tal

que para todo n € N vale
0 < log Angtn—i — 108 Angrnt1—i < log(l +¢)
com ¢ =0,...,n, logo
0 > log A\pg+n > log Ay, — nlog(l +¢).

Entao
#({log \i} N [log A, — nlog(l +¢€),0]) > ng + n. (3.3)

Utilizando as desigualdades (3.2) e (3.3) temos que
#({log\i} N [—(n —2)log2 + log2m,0]) < n < ng +n < #({logA;} N [log Ap, —nlog(l+ ¢),0]).

Portanto

—(n —2)log2 + log2m > log A\, — nlog(l + ).

Como esta desigualdade é vdlida para todo n € N e para todo € > 0, tomando ¢ tal que log(1+¢) <

log 2 obtemos uma contradicao. O

3.4 Rigidez geométrica (I)

Nesta secio estabelecemos uma idéia de rigidez geométrica para os conjuntos regulares de Cantor.
Em outras palavras, se K C S' é um conjunto de Cantor regular minimal para um difeomorfismo

f, entdo o fato de K ser regular impde condigdes bastantes rigidas sobre a restriciao de f' a K.

Como é bem conhecido, a construcgdo classica dos exemplos de Denjoy apresentada na literatura
(veja [1], [4] e [8] por exemplo) produz, via de regra, minimais excepcionais ao longo dos quais
o difeomorfismo correspondente tem derivada constante igual a 1. O lema a seguir mostra, em

particular, que tal construcado jamais pode produzir um conjunto regular.

Lema 3.8. Se um conjunto de Cantor regular K é C'-minimal para um difeomorfismo f, entdo

existe z € K tal que f'(z) > 1.

Demonstracao. Pelo lema 3.7, sabemos que existem ¢ > 0 e uma seqiiéncia crescente de nimeros
naturais {n;} tal que A, /A,; 41 > 1+ o para todo nj. Seja I uma componente conexa qualquer

do complementar de K. Entdo a familia {f~"(I)} com ¢ € N é uma familia de intervalos abertos
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dois a dois disjuntos, logo |f~™(I)] — 0 quando n — oco. Portanto se j é suficientemente grande

existe p(j) € N tal que |f~PU)(I)] < Ay, 41 e |FPDFL(I)| > Ay, . Entdo temos

[f PO Ay
|F=PO D] 7 Ay

> 1+ ¢p. (34)

Utilizando o teorema do valor médio, sabemos que existe um ponto 6,,(;) € fPU(I) tal que

|f7PITHD] = f' G| (D)]

ou seja "
—p()+1(T ,
T = o) .
De (3.4) e (3.5) temos
f'(0p) > 1+ eo. (3.6)

Se z é ponto de acumulacgio do conjunto {f~P()(I)}, também é ponto de acumulacio do conjunto
{0,(;)} e como f € C*, temos que f'(#,) — f'(z) quando j — oo, logo usando (3.6) obtemos que
f'(z) > 1. O

No que segue, se y € K,,, notaremos por KY a componente conexa de K, que contém y. As

seguintes observacoes serao de utilidade nas demonstracoes dos lemas a seguir.

1. Se K é um conjunto de Cantor regular C'-minimal para f, utilizando o lema 3.6 e a con-
tinuidade uniforme de f' temos que para todo ¢ > 0 existe n(e) inteiro positivo tal que se
n > n(e) e xy, o pertencem a uma mesma componente conexa de K, vale

1 f'(z1)

<l+e.
L+e = fl(zz)

2. Para todo inteiro positivo n e todo ponto x de K existe um nimero positivo u tal que se
A é um elemento do espectro de K menor que pu, entdao existe uma componente conexa do
complementar de K de comprimento A contida em Kfz(z)

xr
em K.

tal que sua preimagem estd contida

Demonstra¢do. Seja J = f(KfL)ﬁKf:(z). O conjunto J é fechado, ndo—vazio e conexo, logo J é
um intervalo fechado. Portanto, pelo lema 3.6, existe um inteiro positivo m tal que K T’;(I) cJ.
Tomando p = min{|I|: I componente conexa do complementar de K, n < m} e os intervalos
)

do complementar de K que estao contidos em K,’;(x temos demonstrada a propriedade. [
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Lema 3.9. Se o conjunto de Cantor regular K é C'-minimal para um difeomorfismo f e z é um
ponto qualquer de K, entdo para todo € > 0 e para todo inteiro m (positivo ou negativo) se I é
uma componente conexa do complementar de K de comprimento suficientemente pequeno, existe

I* também componente conexa do complementar de K tal que

(f'(@)™ |7
Tte [0

< (f'(@)" (1 +e).

Demonstra¢ao. Suponhamos primeiro que m > 0. Sejam €; > 0 suficientemente pequeno e n =
n(e1) como na observacdo 1. Seja K, como na construcao de K. Se I é uma componente conexa do
complementar de K de comprimento suficientemente pequeno, entdo existe I; também componente
conexa do complementar de K contida em K7 e de comprimento |I|. Pelo teorema do valor médio

temos que existe 6 € I tal que

[f(@) = O] = F O]
Como 6 € K, utilizando a observa¢do 1 temos

f'(z) _ 1F()]
1+¢ < |1]

< fl(l')(l + 81).

Se I é suficientemente pequena podemos repetir este processo com f([;) em lugar de I. Entao existe
I, componente conexa do complementar de K tal que

f@) (D)
Tter /(L)

Procedendo indutivamente desta forma concluimos que existem I3, ..., [,,,_1 componentes conexas

< f’(l’)(l + 81).

do complementar de K tais que

f(@) _ 1)
IV IOA]

com ¢ =1,...m— 1. Logo temos

(F@)™  |f(La)]
(Ate)m = ]

< @)1+ ),

< (f'x)™ (L +en)™. (3.7)

Dado £ > 0, de (3.7) escolhendo £; > 0 tal que (1 +&1)™ < € segue a tese. No caso em que m < 0
procedemos como segue. Se I é uma componente conexa do complementar de K suficientemente
pequena, existe I, também componente conexa do complementar de K, de comprimento ||, contida
em K tal que f~1(I) estd contida em KZ. Portanto existe 6 € I; tal que

_ - ||

[ I = (Y O] = =
frF=10))
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Como f~1() € K2, utilizando a observagio 1 temos

1MW L _1+a
(L+e1)f'(2) 11| o) = fllx)
Logo procedendo de forma similar ao caso em que m > 0, obtemos o resultado desejado. O

Lema 3.10. Se o conjunto de Cantor regular K é C'-minimal para f entdo f’ restrito a K é

constante por partes. Mais ainda, se o conjunto de valores que toma f' restrito a K é {ay,...,an}

entdo loga;/loga; € Q (a; # 1).

Demonstragdo. Sejam gg e {n;} como na prova do lema 3.8. Temos que demonstrar que o conjunto
A ={f'(z) : z € K} é finito. Por contradi¢do, suponhamos que A é infinito. Como f’ é continua
e limitada em S', o conjunto A tem um ponto de acumulacdo. Deste fato concluimos que existem

a,b € K, distintos tais que

= < 7o < U (3.8)

Consideremos um nimero positivo ; tal que

"(b) f'(a
1+51<m1n{ @) \/1+ f’b}

(o motivo de tal escolha ficard claro ao longo da prova).

Pela observagio 1 temos que existe n(e1) tal que se x1 e x2 estdo em uma mesma componente

conexa de Ky(.,) entao
L _ @)
1+ €1 fI(J,'Q)

Seja I; componente conexa de S\ K contida na componente conexa de K n(s1) que contém o ponto

<l+e. (3.9)

a. Da construgao de K temos que fora de K, s6 existem uma quantidade finita de componentes

conexas do complementar de K. Pelo teorema do valor médio existe 6, € I tal que

[f (1) = 11| (61).
Utilizando 3.9 e que ) e a estao numa mesma componente conexa de K, (.,) temos
[L]f'(a)

14+¢

Se |I| é suficientemente pequeno existe I» componente conexa de S' \ K de comprimento |f(I})]

< |f()] < L] +e1)f'(a). (3.10)

tal que f~1(I>) estd na componente conexa de K-,y que contém b (observagdo 2). Utilizando o

teorema do valor médio sabemos que existe 6, € I tal que
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|12
fr(f=1(62))

Pela escolha de I, temos que f~1(f2) e b estdo em uma mesma componente conexa de K (e,); assim,

|f7H )] = R|(f71)'(62) =

aplicando (3.9) obtemos

£ (11)]
()

I 1
'ff(;)) e SIS

Desta tultima desigualdade e de (3.10) temos

(I+4e1).

(1] f'(a)
(L+21)% f'(b)
e portanto, pela escolha de £; temos

<712 < L1+ 21)?

|11]
1< ——— < 1+¢p.
[f1(L2)] 0

Em outras palavras, provamos que se I é uma componente conexa de S!'\ K de comprimento

suficientemente pequeno, existe uma outra componente conexa [* do complementar de K tal que
1< |I/IT*| < 1+ eo.

Tomando I de comprimento A,; suficientemente pequeno temos

"y

1
1+e9> | | >

>1+4+¢o
|I*| ~ )‘anrl

que é uma contradicdo. Logo A é finito, como queriamos demonstrar.
Agora, suponhamos por contradicdo que existem i e j tais que loga;/loga; ¢ Q. Vamos mostrar
(como no caso anterior) que se I é uma componente conexa de S\ K de comprimento suficientemente

pequeno, existe uma outra componente conexa I* do complementar de K tal que
L<|I|I/II"] < 1+¢g

o que novamente conduz a uma contradi¢do. Como loga;/loga; ¢ Q entdo para todo e; > 0 existem
m e n inteiros tais que

—e1 <mloga; —nloga; <0,

ou seja existem x,y € K tais que

et < (ff2)™(f'y) " < 1. (3.11)
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Do lema 3.9 temos que dados €5 > 0 e I componente conexa do complementar de K suficientemente

pequena, existem [* e I** tais que

(@) 1

1+es 1] (f'(z)™ (1 +e2) (3.12)
’ (@)
T < <@ +e) (3.13)
Utilizando 3.11, 3.12 e 3.13 temos
(f'@)™™(f )™ I (14e2)?
T T e (3.14)

Escolhemos ¢ tal que

(f'(x) "™ (f'(y)"

>1
(1+52)2 ’
e a seguer ¢ tal que
1+ey)?
% <1+ ¢p.
e 1

Logo, utilizando 3.14 temos que se que se I é suficientemente pequena existe I tal que
1< |I|/|II*] < 1+ e,

como queriamos provar. O

3.5 Prova do teorema 3.1

Para a prova do resultado principal necessitaremos dos dois lemas a seguir.

Lema 3.11. Sejam z um ponto de S' e Ry : St — S! a rotagdo de angulo 6 (irracional em 7).
Entéo para todo inteiro positivo m existe n > m tal que o conjunto A, = {R)(z) : i = 0,...,n}

determina uma particio de S' em intervalos com dois possiveis comprimentos.

Demonstragcao. Vamos construir indutivamente uma seqiiéncia n; < ns < ... < ng < ... tal que
A,, tem as propriedades desejadas para todo k. Podemos tomar ny = 1. Suponhamos que ny, ja
é conhecido. Denotemos z; = Ré(:{;) Sejam T, ...,T, (de mesmo comprimento) e Ji, ..., J; (de
mesmo comprimento) os intervalos abertos da particao que A4, determina em S'. Sempre podemos
ordenar os intervalos de modo que f(T;) = Tj11 e f(J;) = Jj11. Consideremos agora o ponto &, 11.
Se assumimos que |T;| < |J;| o ponto x,,+1 pertence a Ji. Mais ainda, este ponto determina com

o extremo de J; que ndo é o ponto z, um intervalo de comprimento igual a |T7]. Isto mostra que
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em geral o ponto ,,+; pertence a J; (j =1, ...,¢), determinando com um dos extremos do J; um

intervalo de comprimento |T}|. Portanto podemos tomar nj; = ng + ¢, de modo que A tem

NEk+1

as propriedades desejadas. O

Lema 3.12. Se f: S' — S' é continua e Ry é a rotacdo de angulo irracional # entdo para todo
ponto x € St vale
.1 i
Jm Y f(Ry@) = [ fan
o<isn
Demonstragao. Pelo teorema de Birkhoff (ver [6]) a afirmacao é valida para quase todo ponto (com
respeito & medida de Lebesgue em S'). Portanto, utilizando a continuidade uniforme de f, para

todo x € St e e > 0 existe y tal que

n—oo N
o<isn

Lodim = S f(Riy) = R

2. |f(Ry(2)) — F(Ry())| <e.

Somando obtemos

logo segue a afirmagao. O
A seguir damos a prova do teorema 3.1

Demonstragio. Suponhamos por contradicdo, que existe um conjunto de Cantor regular K, C*-
minimal para um difeomorfismo f, e que no complementar de K s6 existe uma 6rbita de intervalos
errantes. Seja h : S' — S! a semiconjugacdo tal que ho f = Rgoh com Ry : S' — S! rotacdo de

angulo @ (irracional em 7).

Pelo lema 3.10 temos que existem Hy, ..., H, intervalos fechados disjuntos dois a dois que cobrem
K tais que f'/H;[| K = a;. E possivel escolher os H; de tal modo que cada componente conexa do
complementar de U;zl H; seja uma componente conexa do complementar de K. Se L, ..., L, sao
as componentes conexas do complementar de |J;_, H;, entdo a imagem de cada L; segundo h é um
ponto y;. Como f s6 tem uma Orbita de intervalos errantes no complementar de K, entao os pontos
y; estdo numa mesma 6rbita na rotagdo Ry. Sejam A,,, T4, ...,Tp, Ji, ..., J; como no lema 3.11 tais

que {y1,...,¥r} C Ap. Definamos agora
p q
g: UTi U U Jj =R
1 1
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tal que g(z) = f'(h~'(x)) (observar que g estd bem definida mesmo no caso que h~!(z) é um
intervalo). Pela escolha dos intervalos T; e J; temos que g é constante em cada um deles. Ainda
mais, se y é um ponto de S* tal que h(y) ndo pertence a UjeN R;j (A,,) (predrbita dos extremos

dos intervalos T; e J;) entdo
n—1
Fy,n) =Y log(g(Ry(h(y))))-
i=0

Afirmacao:

/ loggdx = 0.
(UTHuJ ;)

Suponhamos por contradi¢do que f(U T J5) log g dz # 0. Supondo que
/ loggdx > 0,
UTHuUJ;)
vemos que existe uma fungdo g; : S' — S', continua e menor que g tal que [q, loggidz > 0.
Utilizando 3.12 temos que dados z € S* e k > 0 existe n = n(y, k) tal que 3.7 log(g: (R} (x)))-

Portanto, se z € K e h(z) ¢ U, ey R;j(Am) temos que para todo k > 0 existe um inteiro positivo

n tal que

F(z,n) = i log(g(f'(x))) > ilog(gl(Ré(h(m)))) > k. (3.15)
=0 1=0

Como para todo ponto z € K existe um inteiro positivo s tal que h(f*(z)) ndo pertence (J; oy R;j (Anm)
entao tomando k suficientemente grande e aplicando (3.15) para o ponto h(f*(z)) temos que existe
um inteiro positivo n tal que

F(z,n) > 0.

Portanto o resultado obtido contradiz o lema 3.4. Se

/ log gdx < 0,
Sl

trabalhando analogamente temos que para todo « € K existe um inteiro positivo n tal que F'(x,n) <

0. Esse resultado contradiz o lema 3.3. Entao temos provada a afirmacao. Agora provaremos que

/ log gdx = / loggdx = 0. (3.16)
UT: U J;

Ji

Denotemos a; = g/T; e bj = g/J;. Entdo

/ loggdx = Z |T;| log a; + Z |.J;|log b; = |T4 ]| Zlogai + | Ji| Zlogbj =0. (3.17)
Ur)uU ;)
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Se >~ loga; #0, do lema 3.10 temos Y logb;/ > loga; € Q. Logo utilizando 3.17 temos |14 |/|1] €
Q que é uma contradicdo j& que os extremos dos intervalos T; e J; estdo numa mesma érbita da

rotacao irracional Ry. Entao
Zlogbj = Zlogai =0.

Seja agora um ponto y € K tal que # = h(y) € T1. Da construcdo dos intervalos T; e J; temos que
RYT(z) pertence a Ty ou Jy. Se RY™(z) pertence a T, entdo R,”™" (z) pertence a T} ou J;. Se
Rg“ (x) pertence a Ji, entao R’ﬁq“ (x) pertence a T} ou J;. Procedendo indutivamente temos que
existe uma seqliencia crescente ny tal que ngy1; — ny s6 toma os valores pe q e Rg’“H (z) pertence
a Ty ou J;. Portanto, utilizando 3.16 temos que F'(y,nx) = 0 para todo k. Finalmente, dado um

inteiro positivo n existe ko tal que ng, < n < Ngy+1, € portanto

F(yan) = F(yanko) +F(fnk0 (y)an _nko) = F(fnko (y)an_nko)'

Como n — ng, é limitado, segue-se que F'(y,n) é limitado o que contradiz o lema 3.5. Isto conclui a

demonstracao do teorema 3.1.
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Capitulo 4

Nao-minimalidade C!*¢ dos

conjuntos regulares

Como ja observamos anteriormente, se a conjectura de McDuff é verdadeira entdo os conjuntos de
Cantor regulares ndo sdo C'-minimais. Obtivemos um resultado um pouco mais fraco. Precisa-

mente, provamos o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Se K é um conjunto de Cantor regular, entdo K ndo é C'T¢-minimal para nenhum
e > 0. No ultimo capitulo generalizamos este teorema para uma familia maior de conjuntos de

Cantor que chamamos conjuntos de Cantor quase-regulares.

4.1 Recobrimentos e niveis

A seguinte observacgao serd de utilidade na demonstracdo do teorema 4.1. Se o conjunto de Cantor
regular K é C'-minimal para f entdo para cada inteiro positivo n temos que se I é uma componente

conexa do complementar de K suficientemente pequena, I e f(I) estao contidas em K,,.

Demonstragao. Denotaremos por v, o minimo dos comprimentos das componentes conexas do com-
plementar de K. Se M é o maximo de f’, entdo para toda componente conexa do complementar de
K temos |f(I)| < M|I|. Portanto se escolhemos I tal que |I| < %, temos que max{|f(I), |I|} < vp,
logo f(I) e I estao contidos em K,,. O
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Para a prova do teorema 4.1, ainda precisamos de uma defini¢do e de dois lemas.

Definicao 4.2. Dizemos que o inteiro positivo s é o nivel de um intervalo I contido em S*, se I foi

retirado na etapa s da construcao de K (denotaremos s = £(I)).

O primeiro dos lemas é o seguinte lema de recobrimento.

Lema 4.3. Se {7;;} com j € Nei = 1,...,n é uma familia de intervalos fechados contidos em
St tal que v; = max{|T;;|;i = 1,..,n} tem limite 0 quando j — oo, entdo existe um nimero
natural k£ e um conjunto finito de intervalos {7;} dois a dois disjuntos, contidos em S!, tais que

A=UT D> UL, Tik e todo intervalo do complementar de A tem medida maior que a medida de

A.

Demonstragao. Para a demonstracdo usaremos inducao finita em n. Se n = 1 a demonstracao é
imediata. Suponhamos agora que a propriedade é vélida para n > 1 e provaremos que ¢ valida para
n+ 1. Para cada j € N, denotaremos por B; = U?:ll Tij epor Vs (s=1,...,n;,comn; <n+1l)as
componentes conexas do complementar de B;. Dividiremos a demonstra¢do em dois casos. Primeiro,
suponhamos que a; = min{|Vy;|;k = 1,...,n;} ndo tem limite 0 quando j — co. Entdo existem
€ > 0 e uma seqiiéncia crescente {j;} tais que a;, > € para todo t. Por hipétese sabemos que v; — 0
quando j — oo, entdo existe 7 € N tal que v;, <e/(n+ 1), logo
n+1 -
51 < 31Tl < (0 4+ 155 ==

Como aj, > ¢ temos que todo intervalo do complementar de B;, tem medida maior que |B;,|.
Definindo os intervalos [J; como as componentes conexas de B;,, temos provado o passo da inducao
neste caso. Suponhamos agora que a; — 0 quando j — oo. Denotemos por J; uma das componentes
conexas do complementar de B; que tem comprimento igual a a;. Podemos supor sem perda de
generalidade que Y é o intervalo Are(Tij,T2;) \ (T1;U7T2;) (considerando j suficientemente grande e
reordenando os intervalos 7;; se necessdrio). Consideremos agora a familia de intervalos 7;; definida

como segue. Tome
Tij =Ty VYU T
eparat=2,..,n

/7;:*

0 = Tirre

Entao pela hipétese indutiva existem um nimero k e uma familia de intervalos J; que verificam
o lema para os intervalos 7;7. O ndmero k e a familia de intervalos J; obtidos para a familia de
intervalos 7;; também verificam a conclusio do lema para a familia de intervalos 7;;. Isto estabelece

o passo da inducao e conclui a prova . O
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Se z é extremo de uma componente conexa de K de nivel sy entdo para cada inteiro s > so

denotamos por Iy & componente conexa de K mais proxima de x.

Definicao 4.4. Seja x extremo de uma componente conexa do complementar de K de nivel sq.

Para cada s inteiro, s > so definimos

pz(s) = s = L(f(I5))

Lema 4.5. Se K é um conjunto de Cantor regular C'-minimal para f e z é extremo de uma

componente conexa do complementar de K de nivel sg, entdo ¢, é limitada superiormente.

Demonstra¢ao. Chamaremos 7, a medida das componentes conexas de K,,. Suponhamos por con-
tradi¢do que para cada k > 0 existe s, inteiro positivo tal que @, (si) = s —L(f(I5,)) > k. Portanto
se denotamos 1, = L(f(I5,)) temos

—k+1
Ns), < 2 + Mrg+1-

Se I, = (ak,br) com ai entre z e b, temos que existe 0, € [z,ax] tal que d(f(x), f(ar)) =
f(0r)d(x,ar). Logo

d(f(x), f(ar)) = f'Ok)ns, < f'O6)27 nrgr < /(0027 d(f(2), flar)).

Daqui temos que f'(6) — oo quando k& — +00 que é uma contradigio. O

4.2 Prova do teorema 4.1

Demonstragio. Por contradicdo suponhamos que existe ¢ > 0 e um difeomorfismo f de classe C11°
que tem K como conjunto minimal. Pelos lemas 3.10 e 3.8 temos que existe ng inteiro positivo e

um ponto x extremo de uma componente conexa do complementar de K que satisfazem o seguinte.

1. A restricdo de f' a K é constante em cada uma das componentes conexas de K, .
2. fllx) =v>1

3. Pela continuidade de f’ temos que se ng é suficientemente grande entdo para toda componente
conexa I do complementar de K contida em K, (componente conexa de K, que contem )

vale |f(I)] > |I], logo f(I) e I sao de diferente nivel.
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Dado o inteiro positivo n denotamos I, = (an,b,) 0 segmento de nivel n + ng contido em K7 que
fica mais préximo de x. Fixemos m e para cada inteiro n > m consideramos a familia de intervalos

{I7}jen com as seguintes propriedades.

1. O intervalo IY = I,,.

2. O intervalo I’ é a componente conexa do complementar de K de igual nivel que f(IZ71) que
fica mais préxima de = (na demonstracao s6 vamos trabalhar com uma quantidade finita destes

intervalos).

Seja ¢ = max{L(I) — L(f(I))} o inteiro dado pelo lema 4.5. Definimos p, = min{j : £(I}) <
L(Imtq—1) =no +m + g — 1}. Para ver que p,, estd bem definido, devemos provar que o conjunto
Dy, ={j: L)) < L(Intg—1)} é ndo vazio. Suponhamos por contradi¢do que D), é vazio. Entdo
para todo j vale |I7='| < |I}| e que I} estd entre z e I, 4—1 que é uma contradi¢do. Logo D,, nio

é vazio. Consideremos agora a familia finita {IJ} com j = 1,...,p,. Do lema 4.5 temos
no +m+q > L(IE") > ng +m.

Pelo teorema do valor médio sabemos que existem pontos 6; € I7, j =0, ...,p, — 1 tais que

[FID = f' O] = 1.

Portanto

_ 5" |
|In| - f’(90)---f’(0pn,1) - (41)

Denotemos r; = L£(I}) com j = 0,...,p, — 1. Observe o leitor que se i # j entdo r; # r; e que
rj = m + ng para todo j. Para todo j, temos que §; e x estdo numa mesma componente conexa de
K;;_1, logo utilizando o lema 3.6 temos

|0j - :I?| < —21‘]‘72'
Portanto, como f é de classe C1 (i.e |f'(z) — f'(y)] < klz — y|) temos

ko1 £1(6;) ko1
L e < <Lt

Utilizando (4.1) e (4.2) temos

T e () ) e BT - () )
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Assim, concluimos que

log |12 | — pplogy — Pa(m) < logll,| < log|IE»| — pylogy — Pi(m) (4.3)
onde .
= k(1 \° g k(1 \°
j=m-+ng i=0
bem como

Py(m) = f: 10g{1+§ (2j1_2>5} > 10g”ﬁ1{1+§ <2m1—2>6} > 0.

j=m+no i=0

Para cada m definimos o conjunto A4,, = {log|.|;r > m} (este conjunto difere do conjunto
{log A\;} 6 numa quantidade finita de elementos). Consideremos agora o quociente A4,,/logr.R =
Ay como subconjunto da variedade afim S = R/log v.R que é isomorfa a S'. Da desigualdade
(4.3) temos que para cada m existe uma quantidade finita de intervalos fechados Tn.j, j = 1, ..., ¢,
contidos em S tais que

q
Uij D A

j=1

@ = max{|Tousli j = 1, g} = Pa(m) — Py (m).

Das definigoes de P; (m) e P»(m) temos que a,, tem limite 0 quando m — oco. Aplicando o lema 3.1

sabemos que existem mg e uma familia de intervalos [Jj, contidos em S, com k = 1,..., h, tais que
a
Amo C | Tonos c|J Tk =M
j=1

e toda componente conexa do complementar de M tem medida maior que |M|. Se consideramos
o levantamento dos conjuntos anteriores temos que existem um ndmero 0 > 0 e uma familia de
intervalos [as, fs], com as < fs € Bsy1 < as, s = 1,...,00 (que sdo os levantados dos intervalos J;)

tais que

Amo C U[asaﬁs]
s=1

bem como

s — Bs41 < PBs —as + 0.

E fécil verificar que esta condicao implica que K satisfaz a condicdo de McDuff (condicao de sepa-

ragdo para p = 0) que é uma contradi¢do. O
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Capitulo 5

Conjuntos regulares de medida

positiva

Neste capitulo provamos dois teoremas. Provamos que sob certas condi¢oes os conjuntos de Cantor

regulares ndo sdo C'-minimais. O primeiro dos resultados é o seguinte.
Teorema 5.1. Se K é um conjunto de Cantor regular de medida positiva e a seqiiéncia {m;} ndo
¢ limitada, entdo K nao é C'-minimal.

Para enunciar o segundo teorema ainda precisamos de uma, defini¢ao.
Definigao 5.2. Se K é um conjunto de Cantor regular, para cada inteiro primo ¢ definimos 4, =
{ieN:m; +1=0 (mod ¢)}.

Para o caso em que A, é infinito denotamos seus elementos por t,, (n € N) com t,, < t,,41 para
todo inteiro positivo n.

Teorema 5.3. Se K é um conjunto de Cantor regular de medida positiva e existe um inteiro primo
q tal que A, é infinito e ¢,+1 — t, — 0o entdo K nio ¢ C*'-minimal.
5.1 Rigidez geométrica (II)

Comecaremos provando certos lemas que serdo de utilidade na demonstracdo dos teoremas acima.

Observemos que utilizando o lema 2.1 e a continuidade uniforme de f’, temos que para todo & > 0
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existe n(e) inteiro positivo tal que se n > n(e) e x1,xs pertencem & mesma componente conexa de

K,, vale
L _ )
1 +e€ f (.1'2)

Se I e J sao conjuntos contidos em S! \ K, denotaremos por Arc(I,J) o menor arco de S! que

<l+e.

contém I e J.

Lema 5.4. Sejam Iy, I, I3 e I, componentes conexas de S'\ K duas a duas distintas que foram
retiradas nas etapas ni, ns, ng e ny da construcdo de K, respectivamente. Se ng > max{ni,ns,ns}
e Arc(lz,Iy) \ (I3 U Iy) é uma componente conexa de K,,, entdo existe um inteiro positivo m tal
que

|KOATC(11,IQ)| = m|Kﬂ AT’C(I3,I4)|.

Demonstragio. Das propriedades 4 e 1 temos que Iy, I, I3, I, C S'\ K,,,, logo Arc(I,,I,) N K,, ¢

uma reuniao de m componentes conexas de K,,, que denotaremos por K}W .., K. Entao
Are(Ii,L)NK = (Are(l,, L) N Ky,) N K = U

Segue que

|Are(I;, L) N K| = Z |Ki, NK|.
Logo, da propriedade 2 da secao 3.2 temos
|Are(li, L) N K| =m|K), NK]| (5.1)
Por hipétese sabemos que Are(Is, Iy) \ (I3 U Iy) é uma componente conexa de K, entao
|K}, NK| = |(Arc(I3, 1) \ (I; ULy)) N K| = |Are(I3, 1) N K. (5.2)
Entédo de (5.1) e (5.2) temos
|K N Arc(Iy, I)| = m|K N Are(Is, 1))
O

Lema 5.5. Se o conjunto de Cantor regular K, de medida positiva, ¢ C'-minimal para um difeo-

morfismo f e f'(x) > 1 para © € K, entdao f'(x) é um ndmero natural.
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Demonstragdo. Sejam eg, {n;} e {\,;} como no lema 3.1, e seja £; = min{eo, f'(x) —1}. Utilizando
o lema 3.2 e as propriedades 4 e 1 da secao 3.2, sabemos que existe um inteiro positivo n tal que
a funcao f' é constante na interseccdo de K com cada uma das componentes conexas de K, e a
desigualdade da observaciao 1 da secao 3.4 é satisfeita para ¢ = €;. Sem perda de generalidade,
podemos supor que o ponto z é extremo de uma componente conexa I do complementar de K
tal que I e f(I) estdo contidas em S'\ K,. Seja jo tal que Anj, € menor que o comprimento de
alguma das componentes conexas do complementar de K que esta contida em K,,. Para cada j > jo
consideremos I; a componente conexa do complementar de K contida em K, (componente conexa
de K, que contém ) que estd mais préximo de = e que |I;| > A,;. Entdo temos que |I;| — 0 e
d(z,I;) — 0 quando j — oo. Este fato implica que existe um inteiro positivo j; tal que se j > ji

(

%), Pela escolha de €1 temos que

f'(@)
1+e

entdo f(I;) estd contida em K}

Agora demonstraremos que se j > j; nao existe uma outra componente conexa do complementar

de K de comprimento igual ao de f(I;), contida em K,{(x)

e que esteja entre f(x) e f(I;). Por
contradi¢do, suponha que existe I* nas condigdes anteriores. Entdo f~'(I*) estd entre z e I;. Pelo

teorema do valor médio sabemos que existem * € f~1(I*) e 6; € I; tais que

—1/7* |I*|
I = s
e
1fI)| = f1(0;)L;]
logo £1(6)
lf Ul = I *)Ifjl-

Como 0* e 6; estao em uma mesma componente conexa de K, temos

|I]| —1/7x*
1 L;|(1
BL <) < iglasa)
logo
I; I; A
|f71(I*)| > |]| |]| > nj > )\nj+1-

1+e 14+e 7 14¢o

Deste fato concluimos que |f~'(I*)| > A,, o que contradiz a definicio de I;. Além disso
utilizando (5.3) temos que se f(I;) foi retirado em uma etapa n; e I; na etapa n, entdon < n; < n.

Estas observacoes permitem aplicar o lema 5.4, logo existe p € N tal que
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K A Are(f (@), £(1;)] = plK 0 Are(a, 1) (5.4)
Como f' restrito a K N Arc(x, I;) é constante, entdo temos que
(K N Are(w, I;)| = £/@)|K 0 Are(s, I)| = |K 0 Are(f (@), £(I;)]. (5.5)

Portanto de (5.4) e (5.5) e usando que |K| > 0 temos que 1 < f'(z) =pe N. O

5.2 Prova do teorema 5.1

Demonstragdo. Por contradigdo, suponhamos que K é C'-minimal para f e {m;} é ndo limitada.
Pelos lemas 3.8 e 5.5 sabemos que existe = extremo de um intervalo errante I, tal que f'(z) = p
com p inteiro maior que 1. Portanto, pela continuidade uniforme de f' e o lema 3.6 sabemos que
existe ng € N tal que f'/(K N K ) = p onde K} ¢é a componente conexa de K, que contem z.
Como {m;} nao é limitada, entao existe ip suficientemente grande tal que m;, > p+ 2. Sejam J;, o
intervalo de nivel ip mais préximo de x e K = [z,y;,] (componente conexa de K;, que contem x).

Como f' restrita a K N K. ¢é p, entdo
|fF(ENE)| =K N[f(@), fyi,)]l = plK N K.

Utilizando que K é de medida positiva temos que o intervalo [f(z), f(yi,)] contém exatamente p
componentes conexas de K;,. Como f(z) é extremo de f(I) (que é de nivel maior que i se ip é
suficientemente grande) e na etapa i retiramos mais de p + 2 intervalos, entao o nivel de f(J;,) é

ip. Portanto
|Jio| = |f(Jzo)|

Por outro lado, temos que J;; C K;,—1 e |K;,—1] = 0 quando i — oo. Mas entdo, utilizando a

continuidade de f', sabemos que se iy é suficientemente grande

|Ji0| < |f(']lo)|7

que é uma contradicao. O

5.3 Prova do teorema 5.3

A seguir demonstraremos dois lemas que serdo utilizados na demonstracao do teorema 5.3.
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Lema 5.6. Se K ¢ um conjunto de Cantor regular de medida positiva, C'-minimal para f, e
existem x € K e um inteiro positivo p (p > 1) tais que f'(x) = p, entdo p é multiplo de m; + 1 para

i suficientemente grande.

Demonstragao. Do lema 3.10 podemos supor que = é extremo de uma componente conexa do com-
plementar de K. Denotemos por I; = (a;, b;) a componente conexa do complementar de K de nivel
i mas proxima de z (se i é suficientemente grande a componente [; estd bem determinada). Entao
f([z, a;]) contem exatamente p componentes conexas de K;, logo o nivel de f(I;) é menor ou igual
que i. Se i é suficientemente grande temos que |f(I;)| > |I;], logo o nivel de f(I;) é menor que i.
Portanto a quantidade de componentes conexas de K; que contem f([z,a;]) é multiplo de m; + 1,
logo segue a tese.

O
Lema 5.7. Se K é um conjunto de Cantor regular de medida positiva entao (ll_—: — 0 quando
n — 00, onde o, é o comprimento das componentes conexas de K, e [, é o comprimento dos

segmentos abertos que foram retirados na n—ésima etapa da construcio de K.

Demonstragao. Da construcao de K temos que
|K| = lim 6;....6,, > 0,
n—roo

logo #,, — 1. Se x é extremo de algum dos intervalos abertos retirados na etapa j da construcao de
K, entao para todo n > j + 1 temos

o _ Kl _ KElma 1) |Kglma + 1)
PNl T KIS TRE G+ 1) oy

logo

quando n — +o00. O
A seguir apresentaremos a prova do teorema 5.3

Demonstracio. Por contradi¢do suponhamos que K é C'-minimal para f. Sejam z, I, p e ng como
na prova do teorema 5.1. Para cada i > ng, denotaremos por J; = (y;,2;) o intervalo errante de
nivel ¢ mais préximo de f(z). Por hipétese, existe um inteiro positivo ng tal que se n > ng entdo
tht1 — tn > 3p.

Afirmagdo 1: Para todo i > t,,, se f1(J;) é o intervalo de nivel j mais préximo de z entdo
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f7(J;) ndo é o intervalo de nivel k = £(f~'(J;)) mais préximo de z. Suponhamos por contradi¢io
que f~'(J;) é o intervalo de nivel k = £(f~'(J;)) mais préximo de z. Portanto [z, f~'(y;)] é uma

componente conexa de K; e [z, f~*(y;)] é uma componente conexa de Kj. Entdo

(miy1 +1)..(mj+1)=p

(mj1 +1)...(my +1) = p.

Utilizando o lema 5.6 e que ¢ é um nimero primo temos que existem pelo menos dois elementos
do conjunto {(mit1 + 1),...,(m; + 1),...,(my + 1)} que s@o multiplos de ¢. Como este conjunto
nao tem mais de 2p elementos se i é suficientemente grande temos uma contradicdo. Entao temos
demonstrada a afirmacao 1.
Afirmagdo 2: Se i é suficientemente grande, existe k£ > i tal que
[Jel 3 _1Jil
BT 2K

Pelo teorema do valor médio, para todo i, existem 6; e 6> (que dependem de ) contidos em
[, f1(z1)] tais que
[ Til = 1771 () ' (6)

|(f (@), 50| = (@, f ()| (B2).

Entao
|l 4l

(K@) (), 30)

quando 7 — oo. Temos duas possibilidades.

'©) 1T )
"(02) 1, f i)l M, 7 wa)l

!
/

1. Se f~1(J;) é o intervalo mais préximo de = de nivel j = L(f~!(J;)), da afirmagdo 1, temos

que f~1(J;) ndo é o intervalo de nivel k = £(f~'(J;)) mais préximo de z, portanto
|(, f7H (yi))| > 2| K-

Entao, utilizando 5.6,

/3 N O/ BN | T < Il
PeA I e A I (3 e D) T el

quando ¢ — co. Logo segue a afirmacgao 2.
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2. Se f~1(J;) ndo é o intervalo mais préximo de = de nivel k = L(f~(.J;)), entdo

|G, F (i) > 2] K§|-

Logo a demonstracao segue de forma andloga ao item anterior.

Da afirmacao 2 temos que
| Jn]

LA

quando n — oo que contradiz o lema 5.7.
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Capitulo 6

Conjuntos de Cantor

quase-regulares

As técnicas expostas nos capitulos anteriores permitem-nos obter generalizacoes dos teoremas 3.1 e
4.1 para uma familia ainda mais ampla de conjuntos de Cantor que chamaremos conjuntos de Cantor
quase-regulares. Para esta familia de conjuntos de Cantor (que contém a familia dos conjuntos de

Cantor regulares) provaremos os seguintes resultados.

Teorema 6.1. Se um conjunto de Cantor K é C'-minimal para um difeomorfismo f, e se no

complementar de K existe uma unica érbita de intervalos errantes, entdo K nao é quase-regular.

Teorema 6.2. Se K é um conjunto de Cantor quase-regular de regularidade nao nula entdo K nao

¢ C'*T¢-minimal para nenhum & > 0.

6.1 Conjuntos de Cantor quase-regulares

Dada uma seqiiéncia de inteiros positivos {n;} com ZK]. n; < nj, procedemos como segue. Na
primeira etapa retiramos de S!, n; intervalos abertos de igual comprimento, obtendo o conjunto
fechado Ky = [JAy;, (in = 1,...,n1), onde Ay, sdo as componentes conexas de K. Na segunda
etapa, de K retiramos n» intervalos abertos de igual comprimento, retirando de cada componente
conexa de K; pelo menos um intervalo, obtendo o conjunto fechado Ky = |JAg;, (ia = 1,...,n2),

onde Aj;, sdo as componentes conexas de Ky. Nao exigimos que os intervalos retirados estejam
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igualmente distribuidos. Procedendo indutivamente, obtemos para cada m um conjunto fechado
K,, C S', contido em K,,_1 e escrevemos K, = |JA i, (im = 1,...,nm) onde A,,;  sdo as com-
ponentes conexas de K,,,. Definimos entdo K = (| K,,. Se v, = max{|Ai,. | i tm =1,..c;nm} =0
quando m — oo entdo K é um conjunto de Cantor. A todo conjunto de Cantor K construido desta
forma chamaremos conjunto de Cantor quase-regular. Observar que com este procedimento nao
obtemos todos os conjuntos de Cantor de S'. Se p,, = min{|A,, ;.| im = 1,..nm}, 0 nimero
0 = inf{pty, /vm : m € N} dad uma idéia da irregularidade do conjunto K. Esse niumero depende do
conjunto de Cantor K e do procedimento dado para obter K. Entdo definimos a regularidade de K
como o supremo do conjunto dos ¢ tomando todos os procedimentos possiveis para obter K. Por
exemplo, se o conjunto K é um conjunto de Cantor regular temos que sua regularidade é 1 (que é

o maior valor possivel). Tanto mais irregular é o conjunto quanto menor a sua regularidade.

Lema 6.3. Se K é um conjunto de Cantor quase-regular, entao p,, < 23—@1 para todo inteiro n > 1.

Demonstragao. Vamos demonstrar que se j,, < 23—’11 entao fp4+1 < 3—3 Provado isto, como py < 27

temos demonstrado o lema. Temos que existe j; tal que A,, j, < 23—’11 Da construcao de K sabemos
que existem js e jg tais que Apq1 j, € Aptq,j, estdo contidos em A, ;. Por tanto

: |Ang | _ 27
min{|Ant1,5, [, [Ant,s |} < %ﬁ < o
logo segue a tese. O

Lema 6.4. Se K ¢é um conjunto de Cantor quase-regular, entdao A, /A,+1 ndo converge a 1 quando

n — 00.

Demonstragao. Seja a seqiiéncia {l;} como no lema 3.7. Utilizando o lema 6.3 temos que

2

li<2i——2’

logo, a prova segue como no lema 3.7. O

Lema 6.5. Se um conjunto de Cantor quase-regular K é C'-minimal para f, entdo existe z € K

tal que f'(z) > 1.

Demonstragao. A prova é andloga a prova do lema 3.8 (segue do lema 6.4). O
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6.2 Demonstracao do teorema 6.1.

A propriedade dos conjuntos de Cantor regulares que permite provar os lemas 3.9 e 3.10 é a que
segue. Se K é um conjunto de Cantor regular entdo para todo ¢ > 0 existe um inteiro n tal que
cada componente conexa de K,, é de comprimento menor que € e se I é uma componente conexa
do complementar de K suficientemente pequena entdo existe em cada uma das outras componentes
conexas de K, uma componente conexa do complementar de K de comprimento |I|. Esta pro-
priedade também é viélida para conjuntos de Cantor quase-regulares. Isto é porque v, — 0 e
porque no passo n + 1 retiramos pelo menos um intervalo aberto de cada uma das componentes
conexas de K,,. Utilizando esta propriedade, temos que sao validos os lemas 3.9 e 3.10 no caso que o
conjunto de Cantor K é quase-regular. Logo, a prova do teorema 6.1 é andloga a prova do teorema
3.1.

6.3 Demonstracao do teorema 6.2.

A prova deste teorema é andloga & prova do teorema 4.1. Antes devemos provar um lema analogo
ao lema 4.5. Provado isso segue que é valido o teorema 6.2. Se o conjunto de Cantor quase-regular
K é de regularidade ndo nula, existe um procedimento que determina K tal que 0 = inf{p, /vy, :
m € N} > 0. No caso em que K é C'-minimal para um difeomorfismo f, pelo lema 6.5, existe
extremo de uma componente conexa do complementar de K tal que f'(z) > 1. Para cada inteiro
positivo s consideramos a componente conexa do complementar de K de nivel s mais préxima de x

(Is). Se s é suficientemente grande, I estd determinada. Definimos entdo

o(s) = s = L(f(Ls))-
Esta funcdo depende do procedimento considerado e do ponto z. Provemos agora o lema a seguir.

Lema 6.6. Se o conjunto de Cantor quasi-regular K de regularidade nio nula é C*-minimal para

f, entdo sup{p(s) : s € N} < +oo0.

Demonstra¢dgo. Suponhamos por contradicdo que para cada k > 0 existe sy, inteiro positivo, tal que

o(sk) = sk — L(f(Is,)) > k. Denotemos r, = L(f(Is,)). Pela construcao de K temos

Bs < 27,6/17"10'

Se I, = (ag,br) com aj entre x e by, temos que existe 8, € [x,ar] tal que d(f(x), flar)) =

47



f'(0r)d(z,ar,). Logo

f'(0k)

5 2 %y, <

A(f(@), J(ar)) < J'Bevs, < IO 5 <

Daqui obtemos que f'(6;) — oo quando k — 400 que é uma contradicao. O

Mediante a aplicacao deste lema, a prova do teorema 6.2 é inteiramente andloga & do teorema

4.1.
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