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Resumo

Ainda que qualquer conjunto de Cantor do c��rculo seja o conjunto minimal de algum homeomor�smo

de S1, nem sempre tal conjunto �e minimal para um difeomor�smo de classe C1 do c��rculo. Nesta tese,

provamos que nenhum elemento de uma certa fam��lia dos chamados conjuntos de Cantor regulares �e

C1-minimal. Tamb�em provamos em geral que nenhum conjunto de Cantor regular �e C1+"-minimal

para nenhum " > 0, e generalizamos este �ultimo resultado para uma classe ainda maior de conjuntos

de Cantor que chamamos conjuntos de Cantor quase-regulares.
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

Para estudar a dinâmica de um homeomor�smo f : S1 ! S1 (onde S1 = fei� : � 2 Rg �e o c��rculo

unitario), �e importante estudar os conjuntos invariantes para f . �E muito simples determinar os

conjuntos invariantes uma vez conhecidos os conjuntos minimais. Dizemos que um conjunto K �e

um conjunto minimal para f se K �e compacto, n~ao vazio, invariante e minimal (relativo �a inclus~ao)

com respeito a estas três propriedades. Exemplos simples de conjuntos minimais s~ao os pontos �xos

e as �orbitas peri�odicas de um homeomor�smo em S1, e em geral o !-limite de qualquer ponto. O

lema de Zorn implica que todo homeomor�smo de S1 tem pelo menos um conjunto minimal. Se f

tem pontos peri�odicos (por exemplo quando f n~ao preserva orienta�c~ao) ent~ao todos os conjuntos

minimais s~ao �nitos (as pr�oprias �orbitas peri�odicas). Por outro lado, se f n~ao tem pontos peri�odicos

o conjunto minimal �e �unico e in�nito. Neste �ultimo caso o minimal �e um conjunto de Cantor (caso

intransitivo) ou todo S1 (caso transitivo). No caso transitivo f �e conjugado a uma rota�c~ao irracional

e no caso intransitivo �e semiconjugado a uma rota�c~ao irracional. O seguinte teorema permite a�rmar

que o caso intransitivo n~ao pode acontecer quando f �e de classe C2.

Teorema 1.1 (Denjoy). Se f �e um difeomor�smo de classe C1 em S1 sem pontos peri�odicos e

com derivada de varia�c~ao limitada ent~ao f �e topologicamente conjugado a uma rota�c~ao irracional.

Podemos encontrar uma demonstra�c~ao deste teorema em [2]. Nesse trabalho, Denjoy tamb�em

construiu difeomor�smos de classe C1 para os quais o conjunto errante �e um conjunto de Cantor

(os chamados exemplos de Denjoy). Foi Denjoy quem construiu pela primeira vez este tipo de

difeomor�smos intransitivos. Existem exemplos de difeomor�smos intransitivos de classe C1+�

para � < 1, constru��dos por Herman em [4]. Da existência de difeomor�smos intransitivos e pelo
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fato de que dados dois conjuntos de Cantor em S1 existe um homeomor�smo de S1 que leva um no

outro, deduzimos que todo conjunto de Cantor �e minimal para algum homeomor�smo. Resumindo,

os conjuntos minimais para homeomor�smos s~ao qualquer conjunto �nito, qualquer conjunto de

Cantor e S1. Isto n~ao �e assim quando f �e um difeomor�smo de classe C1. �E f�acil veri�car que

todo subconjunto �nito de S1 �e C1-minimal (ou seja �e minimal para algum difeomor�smo de classe

C1) mas nem todo conjunto de Cantor �e C1-minimal. Em [3] McDu� demonstrou em particular

que o conjunto tri�adico usual de Cantor n~ao �e C1-minimal e em [5] Norton demonstrou que os

conjuntos a�ns n~ao s~ao C1-minimais. Se T1; :::; Tn s~ao intervalos fechados dois a dois disjuntos

contidos no intervalo [0; 1], fi : Ti ! [0; 1] s~ao fun�c~oes lineares sobrejetivas com i = 1; :::; n e a

fun�c~ao F :
S
Ti ! [0; 1] �e tal que F (x) = fi(x) se x 2 Ti, ent~ao K =

T
n2N

f�n[0; 1] �e um conjunto

de Cantor. Todo conjunto constru��do desta forma �e chamado conjunto de Cantor a�m.

Aqui demonstramos que os conjuntos de Cantor regulares n~ao s~ao C1+"-minimais para nenhum

" > 0 e em particular que uma subfam��lia de tais conjuntos n~ao s~ao C1-minimais. A constru�c~ao

dos conjuntos de Cantor regulares �e similar �a constru�c~ao do conjunto tri�adico usual de Cantor.

Em cada etapa da constru�c~ao de um conjunto de Cantor regular, retiramos uma quantidade �nita

de intervalos abertos igualmente distribu��dos (na constru�c~ao do conjunto de Cantor usual em cada

etapa s�o retiramos um intervalo). Os conjuntos regulares de Cantor podem ter qualquer medida

menor que 2� enquanto os conjuntos a�ns de Cantor têm medida zero. Isto mostra que a fam��lia que

consideramos difere da fam��lia considerada por Norton. No �ultimo cap��tulo generalizamos alguns

dos resultados para uma fam��lia de conjuntos de Cantor um pouco maior que chamamos conjuntos

de Cantor quase-regulares.

1.1 Preliminares

Consideramos homeomor�smos f : S1 ! S1 sem pontos peri�odicos. Se x �e um ponto de S1,

denotaremos por o�(x), o+(x) e o(x) as �orbitas passada, futura e total de x para f . Denotaremos

por �(x) e por !(x) o conjunto dos pontos de acumula�c~ao de o�(x) e o+(x) respectivamente. N~ao

�e dif��cil provar que os conjuntos �(x) e !(x) e o conjunto errante 
(f) coincidem e n~ao dependem

de x. O conjunto 
(f) �e fechado, n~ao-vazio e f -invariante.

Proposi�c~ao 1.2. O conjunto 
(f) �e o �unico conjunto minimal para f .

Demonstra�c~ao. Seja � um conjunto minimal para f . Se y 2 � ent~ao �(y) = !(y) = 
(f) � �, logo


(f) = �.
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Proposi�c~ao 1.3. As possibilidades para 
(f) s~ao S1 ou um conjunto de Cantor.

Demonstra�c~ao. Suponhamos que 
(f) n~ao �e S1. Vamos demonstrar que 
(f) �e um conjunto de Can-

tor. Seja I uma componente conexa de 
(f). Como f n~ao tem pontos peri�odicos, fm(I)
T
fn(I) = �

para m 6= n. Daqui temos que se existe x interior a I ent~ao x =2 �(x), que �e uma contradi�c~ao. Logo


(f) �e totalmente desconexo. Se x �e um ponto de 
(f), ent~ao x �e um ponto de acumula�c~ao de sua

�orbita, logo 
(f) n~ao tem pontos isolados. Ent~ao temos que 
(f) �e um conjunto de Cantor.

Para o caso em que f �e uma rota�c~ao de ângulo irracional, �e f�acil provar que o conjunto 
(f) �e

S1. Para ver exemplos em que 
(f) �e um conjunto de Cantor, veremos primeiramente um pouco

da teoria de Poincar�e (ver por exemplo [7]). Sejam f : S1 ! S1 um homeomor�smo e bf : R ! R o

levantamento de f tal que bf(0) 2 [0; 1). Se g �e uma rota�c~ao ent~ao bg(x) = x+ bg(0).
Proposi�c~ao 1.4. Se f �e um homeomor�smo de S1 que preserva orienta�c~ao, ent~ao para todo ponto

x o limite �(f) = limn!+1

bfn(x)�x
n

existe e n~ao depende de x.

�

Para a demonstra�c~ao veja [7].

De�ni�c~ao 1.5. O n�umero �(f) �e denominado n�umero de rota�c~ao de f.

Proposi�c~ao 1.6. Se f �e um homeomor�smo de S1 que preserva orienta�c~ao ent~ao, f tem pontos

peri�odicos se e s�o se � �e racional.

�

Para a demonstra�c~ao veja [7].

Teorema 1.7. Se f �e um homeomor�smo sem pontos peri�odicos (ou seja, se � �e irracional) ent~ao

existem uma �unica rota�c~ao g e uma fun�c~ao cont��nua, sobrejetiva e mon�otona h : S1 ! S1 tais que

h Æ f = g Æ h:

�

Para a demonstra�c~ao veja [7]. Nestas condi�c~oes os homeomor�smos f e g têm o mesmo n�umero de

rota�c~ao. No caso em que 
(f) = S1 ent~ao h �e um homeomor�smo (f e g s~ao conjugados por h)

e quando 
(f) �e um conjunto de Cantor h n~ao �e um homeomor�smo (f e g s~ao semiconjugados

por h) e h(
(f)) = S1. Em [8] podemos encontrar uma constru�c~ao bem clara de um conjunto
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de Cantor C1{minimal. A constru�c~ao �e feita da seguinte maneira. Dada uma rota�c~ao irracional

R�(e
2�it) = e2�i(t+�), corta{se o c��rculo S1 em todos os pontos de uma �orbita f�n : n 2 Zg de R�

e em cada corte insere{se um segmento In que �nalmente ser�a um intervalo errante. Para obter

exemplos com in�nitas �orbitas de intervalos errantes devemos cortar S1 nos pontos de in�nitas

�orbitas de R�. Basicamente, os exemplos de Denjoy conhecidos s~ao os antes mencionados e seus

conjugados.

Proposi�c~ao 1.8. Todo conjunto de Cantor em S1 �e minimal para algum homeomor�smo.

Demonstra�c~ao. Sejam K um conjunto de Cantor contido em S1 e f : S1 ! S1 um dos exemplos de

Denjoy. Seja 
 o conjunto minimal para f . Sabemos que existe um homeomor�smo h : S1 ! S1 tal

que h(K) = 
. Consideremos F = h�1 Æ f Æh : S1 ! S1. Claramente F �e um homeomor�smo, tem

o mesmo n�umero de rota�c~ao que f e F (K) = K. Como o conjunto minimal de um homeomor�smo

sem pontos peri�odicos �e �unico, temos que o conjunto K �e o conjunto minimal de F .

O teorema de Denjoy 1.1 permite a�rmar que se f �e um homeomor�smo de classe C2 que

preserva orienta�c~ao ent~ao 
(f) = S1. Em outras palavras temos que os conjuntos de Cantor de

S1 n~ao s~ao C2-minimais e que todo conjunto de Cantor de S1 �e C0-minimal. Gostar��amos saber

quando um conjunto de Cantor de S1 �e C1-minimal. Sabemos que nem todo conjunto de Cantor

de S1 �e C1-minimal. Em [3] McDu� demonstrou que o conjunto tri�adico usual de Cantor n~ao �e

C1-minimal. Tamb�em sabemos que os conjuntos de Cantor a�ns n~ao s~ao C1-minimais, fato que

demonstrou Norton em [5]. Em [3] McDu� tamb�em conjecturou sobre os conjuntos de Cantor C1-

minimais. Para enunciar tal conjectura, McDu� de�ne o espectro de um conjunto de Cantor (ver

se�c~ao 2.1) como o conjunto f�ng dos comprimentos das componentes conexas do complementar

de K ordenados em forma decrescente (�n+1 < �n). Precisamente, McDu� conjecturou que se o

conjunto de Cantor K �e C1-minimal ent~ao �n=�n+1 ! 1 quando n ! 1. Neste trabalho McDu�

demonstrou um teorema que enunciaremos utilizando uma condi�c~ao que chamamos condi�c~ao de

p-separa�c~ao. Esta condi�c~ao ser�a explicada no pr�oximo cap��tulo.

Teorema 1.9 (McDu�). Se um conjunto de Cantor K satisfaz a condi�c~ao de p-separa�c~ao para

p = 0 ent~ao K n~ao �e C1{minimal.

No que segue a condi�c~ao de p-separa�c~ao para p = 0 ser�a chamada de condi�c~ao de McDu�.

Como corol�ario deste teorema McDu� demonstra que o conjunto tri�adico usual de Cantor n~ao �e

C1-minimal.
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1.2 Resultados

No cap��tulo a seguir generalizamos o teorema de McDu� demonstrando o seguinte.

Teorema 1. Se o conjunto de Cantor K satisfaz a condi�c~ao de p-separa�c~ao para algum inteiro p

n~ao negativo, ent~ao K n~ao �e C1-minimal.

Para a demonstra�c~ao veja se�c~ao 2.2. Nos cap��tulos 3, 4 e 5 trabalhamos com uma fam��lia de

conjuntos de Cantor que chamamos regulares. No lema 3.7 mostramos que para os conjuntos de

Cantor regulares �n=�n+1 9 1, portanto se for verdade a conjectura McDu�, tais conjuntos n~ao

s~ao C1-minimais. Na tentativa de provar isto �ultimo, obtemos alguns resultados parciais.

Teorema 2. Se K �e um conjunto de Cantor C1-minimal para f que tem uma �unica �orbita de

intervalos errantes, ent~ao K n~ao �e regular.

Para a demonstra�c~ao veja se�c~ao 3.5. Como resultado geral provamos o seguinte.

Teorema 3. Se K �e um conjunto de Cantor regular, ent~ao K n~ao �e C1+"{minimal para nenhum

" > 0.

Para a demonstra�c~ao veja se�c~ao 4.2. Para obter este resultado, provamos que se um conjunto de

Cantor regular fosse C1+"-minimal ent~ao satisfaria a condi�c~ao de p-separa�c~ao para p = 0, o que

contradiz o teorema de McDu�. No caso em que o conjunto de Cantor regular K �e de medida

positiva, supondo que �e C1-minimal para um difeomor�smo f , obtemos condi�c~oes bastantes r��gidas

para f 0. Se a seq�uência fmig �e tal que mi �e a quantidade de intervalos retirados na etapa i da

constru�c~ao de K, temos o seguinte resultado.

Teorema 4. Se K �e um conjunto de Cantor regular de medida positiva e a seq�uência fmig n~ao �e

limitada, ent~ao K n~ao �e C1{minimal.

Para a demonstra�c~ao veja se�c~ao 5.2. No �ultimo cap��tulo generalizamos alguns dos resultados an-

teriores trabalhando com uma fam��lia de conjuntos de Cantor maior que chamamos conjuntos de

Cantor quase-regulares. Para tais conjuntos de�nimos sua regularidade que �e um n�umero entre 0

e 1. No caso em que a regularidade n~ao �e nula (o conjunto n~ao �e muito irregular) �e poss��vel gen-

eralizar alguns dos resultados obtidos nos cap��tulos anteriores. Em particular, temos os o seguinte

resultados.

Teorema 5. Se um conjunto de Cantor K �e C1{minimal para um difeomor�smo f , e se no com-

plementar de K existe uma �unica �orbita de intervalos errantes, ent~ao K n~ao �e quase-regular.
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Para a demonstra�c~ao veja se�c~ao 6.2.

Teorema 6. Se K �e um conjunto de Cantor quase-regular de regularidade n~ao nula, ent~ao K n~ao

�e C1+"-minimal para nenhum " > 0.

Para a demonstra�c~ao veja se�c~ao 6.3. Em [5] Norton da outros exemplos de conjuntos de Cantor que

n~ao s~ao C1-minimais. Naquele trabalho, ele demonstra que os conjuntos de Cantor a�ns n~ao s~ao

C1-minimais. Se temos um conjunto de Cantor a�m tal que �n=�n+1 9 1 ent~ao o conjunto satisfaz

a condi�c~ao de p-separa�c~ao para p = 0, logo pelo teorema de McDu� conclu��mos que o conjunto n~ao

�e C1-minimal. Se �n=�n+1 ! 1 o conjunto de Cantor a�m n~ao veri�ca a condi�c~ao de p-separa�c~ao,

logo n~ao est�a nas hip�oteses do teorema de McDu� nem nas do teorema 2.1.
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Cap��tulo 2

A condi�c~ao de p-separa�c~ao

Como j�a dissemos, os exemplos conhecidos de conjuntos de Cantor C1-minimais s~ao os exemplos de

Danjoy e seu conjugados. Nesses exemplos sempre se tem que �n
�n+1

tende a 1 quando n!1, onde

f�ng �e o conjunto dos comprimentos das componentes conexas do complementar de K ordenadas

em forma decrescente (ver se�c~ao 2.1). Seria muito bom se tiv�essemos alguma condi�c~ao geom�etrica

sobre o conjunto K mediante a qual pud�essemos decidir se K �e ou n~ao C1-minimal. Por exemplo,

em [3] McDu� demonstrou que se um conjunto de Cantor K satisfaz a condi�c~ao de p-separa�c~ao para

p = 0 (ver se�c~ao 2.1) ent~aoK n~ao �e C1-minimal. Basicamente, a condi�c~ao de p-separa�c~ao para p = 0

indica que existe um recobrimento fechado do conjunto flog�ng tal que toda componente conexa

do complementar do recobrimento �e maior que toda componente conexa do recobrimento. Em

particular, a condi�c~ao de p-separa�c~ao implica que �n
�n+1

n~ao tem limite 1. Naquele mesmo trabalho,

McDu� conjecturou que se �n
�n+1

n~ao tem limite 1, ent~ao K n~ao �e C1-minimal. Tal conjectura

permanece aberta at�e hoje. Neste cap��tulo obtemos uma generaliza�c~ao do resultado estabelecido

por McDu� em [3]. O resultado obtido �e o seguinte.

Teorema 2.1. Se o conjunto de Cantor K satisfaz a condi�c~ao de p-separa�c~ao para algum inteiro

n~ao negativo p ent~ao K n~ao �e C1-minimal.

Em particular, na se�c~ao 2.3 exibiremos uma fam��lia de conjuntos de Cantor para os quais o

teorema 2.1 permite a�rmar que n~ao s~ao C1-minimais. Tamb�em mostraremos que a condi�c~ao de

McDu� [3] n~ao �e satisfeita para tais conjuntos de Cantor.

11



2.1 Espectro de um conjunto de Cantor e a condi�c~ao de p-

separa�c~ao

Se K �e um conjunto de Cantor em S1, chamamos espectro de K ((E)K) ao conjunto dos compri-

mentos das componentes conexas do complementar de K ordenados em forma decrescente (�i >

�i+1). Chamamos recobrimento do espectro de K a toda fam��lia de intervalos fechados disjuntos

Ji = [�i; �i], i > 1 tais que (E)K �
S
1

i=1 Ji e �i+1 6 �i+1 < �i para i > 1. Nestas condi�c~oes,

para cada componente conexa I do complementar de K temos associado um inteiro positivo n(I)

tal que jI j 2 Jn(I). Dizemos que o conjunto de Cantor K satisfaz a condi�c~ao de p-separa�c~ao para

um recobrimento fJjg do espectro de K se existe p inteiro n~ao negativo tal que para todo N > 0

existe �(N) > 0 tal que
�j+n�1

�j+p+n
> (1 + �(N))

�j

�j+p
(2.1)

para todo n inteiro, jnj 6 N , e para todo j su�cientemente grande. Para n = 1 temos �gura a

seguir.

�j+p+1 �j+p+1
�j+p �j+p �j �j

�j

�j+p+1

�j

�j+p

Figura 2.1:

Lema 2.2. Se o conjunto de Cantor K �e C1-minimal e fJig �e um recobrimento do espectro de K

ent~ao �i
�i+1

�e limitado.

Demonstra�c~ao. Para demonstrar este lema podemos supor que todo intervalo do recobrimento do

espectro de K contem algum elemento do espectro de K. Suponhamos que K �e C1-minimal para

um difeomor�smo f . Sejam M e m o m�aximo e o m��nimo de f 0 respectivamente. Portanto, se I �e
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uma componente conexa do complementar de K e fjfn(I)j : n 2 Ng = f
1; :::; 
j ; :::g com 
j+1 < 
j

, temos

j


j+1
6 maxfM; 1=mg: (2.2)

Seja fJig �e o recobrimento do espectro de K, ent~ao para todo i existe ji tal que 
ji 2 Ji e 
ji+1 2

Ji+1. Ent~ao
�i

�i+1
6


ji

ji+1

: (2.3)

Portanto utilizando 2.2 e 2.3 temos

�i

�i+1
6 maxfM; 1=mg;

logo segue a tese.

Lema 2.3. Se o conjunto de Cantor K �e C1-minimal e satisfaz a condi�c~ao de p-separa�c~ao para fJjg

ent~ao
�j

�j
�e limitado.

Demonstra�c~ao. Tomando N = n = 1 em 2.1 temos

�j

�j+p+1
> (1 + �(1))

�j

�j+p

para todo j su�cientemente grande. Logo

�j

�j
6

1

1 + �(1)

�j+p

�j+p+1
;

e portanto o resultado desejado se segue do lema anterior.

As seguintes propriedades s~ao de f�acil veri�ca�c~ao.

1. Se o conjunto de CantorK �e C1{minimal para f , ent~ao para todo r > 1 existe um recobrimento

�nito deK formado por intervalos Ti fechados e disjuntos dois a dois tais que, se x; y pertencem

a um mesmo Ti,

1

r
6

f
0

(x)

f
0

(y)
6 r

2. Se o conjunto de Cantor K satisfaz a condi�c~ao de p-separa�c~ao para fJjg ent~ao

�j

�j+1
> 1 + �(1)

para todo j su�cientemente grande.
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Lema 2.4. Se o conjunto de Cantor K �e C1{minimal para f e veri�ca a condi�c~ao de separa�c~ao ent~ao

para toda componente I do complementar de K, jn(I)� n(f(I))j �e limitado.

Demonstra�c~ao. Se m e M s~ao o m��nimo e o m�aximo de f 0 respectivamente ent~ao mjI j 6 jf(I)j 6

M jI j.

Se n(f(I)) > n(I), utilizando a propriedade 2 temos

(1 + �(1))n(f(I))�n(I) 6
�n(I)

�n(f(I))
6

jI j

jf(I)j
6

1

m

e se n(f(I)) < n(I) ent~ao

(1 + �(1))n(I)�n(f(I)) 6
�n(f(I))

�n(I)
6
jf(I)j

jI j
6M:

Em ambos dos casos conclu��mos que jn(I)� n(f(I))j �e limitado.

2.2 Demonstra�c~ao do teorema 2.1

Demonstra�c~ao. Suponhamos por contradi�c~ao que o conjunto de Cantor K �e C1{minimal para f

e satisfaz a condi�c~ao de p-separa�c~ao para fJjg. Pelo lema 2.4 existe N0 inteiro positivo tal que

jn(I) � n(f(I))j < N0 para toda componente conexa I do complementar de K. Consideremos um

recobrimento de K formado por intervalos abertos T1; :::; Tk dois a dois disjuntos tais que se x e y

pertencem a um mesmo Ti, ent~ao
f 0(x)

f 0(y)
<

1 + �(N0)

3
: (2.4)

Tal recobrimento existe pela propriedade 1. Sejam I e J dois intervalos do complementar de K

contidos num mesmo Ti tais que n(I) � n(J) 6 p (p �e o inteiro dado pela condi�c~ao de separa�c~ao).

Provaremos agora que n(f(I))�n(f(J)) 6 p. Suponhamos por contradi�c~ao que n(f(J)) < n(f(I))�

p. Ent~ao
jf(J)j

jf(I)j
>

�n(f(J))

�n(f(I))
>

�n(f(J))

�n(f(J))+p+1
:

Utilizando a condi�c~ao de p-separa�c~ao e que jn(J)� n(f(J))j < N0, obtemos

jf(J)j

jf(I)j
> (1 + �(N0))

�n(J)

�n(J)+p
:

Por outro lado, utilizando 2.4, temos

jf(J)j

jf(I)j
6
jJ j

jI j

(1 + �(N0))

3
6

(1 + �(N0))

3

�n(J)

�n(I)
6

(1 + �(N0))

3

�n(J)

�n(J)+p
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que �e uma contradi�c~ao. Ent~ao temos que se I e J est~ao contidos numa mesma componente Ti tais

que n(I)�n(J) 6 p ent~ao n(f(I))�n(f(J)) 6 p. Para cada componente do complementar de
S
Ti

existe uma componente do complementar de K que a cont�em. Sejam ditas componentes L1; :::; Lk.

Seja I uma componente qualquer do complementar de K. Como jf j(I)j ! 0 quando j !1 ent~ao

existe j0 tal que para todo j > j0

n(f j(I)) > p+maxfn(Li) : i = 1; :::; kg:

Nestas condi�c~oes existe i0 tal que f j0(I) = (aj0 ; bj0) est�a contido em Ti0 . Seja cj0 um ponto de K

contido em Ti0 tal que j(cj0 ; aj0)j < jf j0(I)j. Daqui, se J �e uma componente conexa do complementar

de K contida em (cj0 ; aj0) ent~ao n(f
j0(I))�n(J) 6 p, logo n(f j0+1(I))�n(f(J)) 6 p. Pela escolha

de j0 temos que n(f(J)) > maxfn(Li) : i = 1; :::; kg ou seja f(J) 6= Li para i = 1; :::; k. Isto mostra

que f j0+1(I) e f((cj0 ; aj0)) est~ao em um mesmo Ti. Procedendo indutivamente temos que para todo

intervalo J do complementar de K contido em (cj0 ; aj0), f
n(J) 6= Li para todo inteiro positivo n e

i = 1; :::; k. Isto �e uma contradi�c~ao, j�a que no intervalo (cj0 ; aj0) existem intervalos do passado dos

intervalos Li.

2.3 Exemplos de conjuntos de Cantor que satisfazem a con-

di�c~ao de p-separa�c~ao

Nesta se�c~ao constru��mos uma fam��lia de conjuntos de Cantor que satisfazem a condi�c~ao de separa�c~ao

para p = 1 mas n~ao satisfazem a condi�c~ao de McDu� [3] (condi�c~ao de separa�c~ao para p = 0).

2.3.1 Constru�c~ao do espectro do conjunto de Cantor

Primeiramente determinamos um conjunto de n�umeros reais que a menos de uma reordena�c~ao

coincide com o espectro do conjunto de Cantor procurado. Seja 
 um n�umero positivo tal que 
 < 3

e 
3=2 > 3. Para cada inteiro positivo n consideramos o conjunto

A(n) = f�nj =



j

2n

34n+2
: j = �n; :::; ng:

Se S(n) �e a soma dos elementos de A(n) temos que

S(n) =

nX
j=�n

�nj 6
2n+ 1

34n+2

1=2 6


1=2

32n
:
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Ent~ao
P
1

n=1 S(n) �e convergente, logo a soma dos elementos do conjunto

B =
n
�i =

1

3i
: i 2 N

o
[

1[
i=1

A(i)

tamb�em �e �nita (chamemos � a dita soma). Para o conjunto B temos a seguinte �gura.

.................. ..................
..........................................................                                                  ...........................................

A(n) A(1)

1
3

1
32

1
35

1
36

1
37

1
34n+1

1
34n+2

1
34n+3

Figura 2.2:

O conjunto que vamos considerar como espectro �e

C = f
2�x

�
: x 2 Bg:

A soma dos elementos do conjunto C �e 2�.

2.3.2 Constru�c~ao do conjunto de Cantor

Vamos determinar um conjunto de Cantor que tem o conjunto C como espectro (a menos da ordem).

Sejam R� a rota�c~ao de ângulo irracional � em S1 e x um ponto �xo de S1. Seja m : Z! C uma

bije�c~ao. De�namos a fam��lia de intervalos abertos (aj ; bj), j 2 Z como segue.

a0 = 0; b0 = m(0)

e para todo inteiro j n~ao nulo

aj = b0 +
X

Rk

�
(x)2(x;R

j

�
(x))

m(k); bj = aj +m(j):
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De�nimos K = S1 n (
S
j2Z

(eiaj ; eibj )). Vejamos que K �e um conjunto de Cantor. Como a medida

de K �e zero ent~ao, K �e totalmente desconexo. No conjunto K est~ao os extremos dos intervalos

(eiaj ; eibj ) e os pontos que s~ao de acumula�c~ao de extremos. Ent~ao, se K tem um ponto isolado

deve ser extremo de dois intervalos consecutivos, coisa que �e uma contradi�c~ao porque tais intervalos

se ordenam segundo a �orbita de um ponto em R�. Ent~ao temos que o conjunto fechado K �e um

conjunto de Cantor que tem como espectro o conjunto C.

2.3.3 Condi�c~ao de p-separa�c~ao para K

Mostraremos que o conjunto K constru��do na se�c~ao anterior satisfaz a condi�c~ao de separa�c~ao para

p = 1. Os elementos de C s~ao da forma

!i =
2�

�3i
; !ij =

2�

j

2i

�34i+2

com i 2 N e j = �i; :::; i. Portanto

2�
�
1

2

�34i+2
6 !ij =

2�

j

2i

�34i+2
6

2�

1

2

�34i+2
:

Ent~ao a fam��lia Jj = [�j ; �j ], com j inteiro positivo, que determinamos a seguir �e um recobrimento

de C. Se existe um inteiro positivo k tal que j = 4k + 2 ent~ao de�nimos

�j =
2�
�

1

2

�3j
; �j =

2�

1

2

�3j
:

Caso contr�ario

�j = �j =
2�

�3j
:

Daqui temos que para todo inteiro n
�j+n�1

�j+n+1
>

9



1

2

bem como
�j

�j+1
6 3


1

2 :

Como 
 < 3, vemos que K satisfaz a condi�c~ao de separa�c~ao para p = 1. Por tanto, utilizando o

teorema 2.1 temos que o conjunto K n~ao �e C1-minimal.

2.3.4 O conjunto K n~ao satisfaz a condi�c~ao de McDu�

Suponhamos por contradi�c~ao que K satisfaz a condi�c~ao de McDu� para um recobrimento fLi =

[�i; �i]g com i 2 N. Em particular, a condi�c~ao de McDu� implica que todo `gap' �i
�i+1

�e maior que

17



todo `n~ao gap' �i
�i
. Fixado k temos

!kj

!k;j�1
=



j

2k



j�1

2k

= 

1

2k

que tem limite 1 quando i!1. Ent~ao se k �e su�cientemente grande os !kj pertencem ao mesmo

intervalo que chamamos Lik = [�ik ; �ik ], logo
�i
k

�i
k

> 
. Temos as seguintes possibilidades.

1. Se �ik <
2�

�34k+1
ent~ao existe �r com r < ik tal que

�ik < �r 6
2�

�34k+1
;

logo

�r

�ik
6

2�
�34k+1

2�
1=2

�34k+2

=
3


1=2
< 
 6

�ik
�ik

:

Ent~ao temos que existe um `gap` menor que �r=�ik que �e menor que o `n~ao gap`
�i
k

�i
k

, que �e

uma contradi�c~ao.

2. Se �ik >
2�

�34k+3
, tamb�em temos uma contradi�c~ao (an�alogo ao caso anterior).

3. Se �ik >
2�

�34k+1
e �ik 6

2�
�34k+3

ent~ao

�ik
�ik

> 9:

Portanto temos que o `gap` �ik=�ik �e maior que todo `n~ao gap` ( todo n~ao `gap` �e menor ou

igual que 3) que �e uma contradi�c~ao.

Ent~ao o conjunto K n~ao satisfaz a condi�c~ao de McDu�.
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Cap��tulo 3

Conjuntos de Cantor regulares e

rigidez geom�etrica

Neste cap��tulo obtemos certos resultados gerais sobre conjuntos de Cantor C1-minimais. Em breve

demonstraremos que sob certas condi�c~oes os chamados conjuntos de Cantor regulares (ver se�c~ao 3.2)

n~ao s~ao C1-minimais. A constru�c~ao dos conjuntos de Cantor regulares �e similar �a constru�c~ao do

conjunto tri�adico usual de Cantor. Em cada etapa da constru�c~ao de um conjunto de Cantor regular,

retiramos uma quantidade �nita de intervalos abertos igualmente distribu��dos (na constru�c~ao do

conjunto de Cantor usual em cada etapa s�o retiramos um intervalo). Para os conjuntos de Cantor

regulares, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Se um conjunto de Cantor K �e C1{minimal para um difeomor�smo f , e se no

complementar de K existe apenas uma �orbita de intervalos errantes, ent~ao K n~ao �e regular.

3.1 Generalidades

Os lemas a seguir, ainda que gerais, s~ao de muita utilidade nas demonstra�c~oes dos resultados prin-

cipais.

De�ni�c~ao 3.2. Se f : S1 ! S1 �e um difeomor�smo, ent~ao para cada ponto x em S1 e para cada

inteiro n~ao negativo n de�nimos F (x; n) =
Pn�1

i=0 log f 0(f i(x)) = log(fn)0(x)

Lema 3.3. Se um conjunto de Cantor K �e C1{minimal para f , ent~ao existe um ponto x em K tal
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que F (x; n) > 0 para todo inteiro n~ao negativo n.

Demonstra�c~ao. Suponhamos por contradi�c~ao que para todo ponto x em K existe mx tal que

F (x;mx) < 0. Pela continuidade de f 0, para cada x em K existe Æx > 0 tal que para todo ponto y

no intervalo (x� Æx; x+ Æx), temos F (y;mx) < 0. Como a fam��lia de intervalos (x� Æx; x+ Æx) com

x em K �e um recobrimento de K, e K �e um conjunto de Cantor, ent~ao existe um re�namento �nito

fIi, i = 1; :::; pg deste recobrimento formado por intervalos abertos dois a dois disjuntos que cobrem

K. Pela escolha do recobrimento, sabemos que para cada Ii existe mi 2 N tal que para todo y 2 Ii,

temos F (y;mi) < 0. Al�em disso, S1 n
Sp

i=1 Ii �e uma reuni~ao �nita de intervalos fechados. Cada

um deles est�a contido numa componente conexa do complementar de K que chamaremos Ji com

i = 1; :::; p. Sejam m = maxfmi : i = 1; :::; pg e M > 1 o m�aximo de f 0 em S1. Consideremos um

intervalo errante T do passado de J1 tal que jT jMm < minfjJ1j; :::; jJpjg. Agora demonstraremos

que para todo j inteiro positivo jf j(T )j < jJ1j, o que conduz a uma contradi�c~ao. Pela escolha de T ,

sabemos T est�a contido em Ii para algum i. Pelo teorema do valor m�edio, existe � 2 Ii tal que

jfmi(T )j = jT j(fmi)0(�):

Como F (�;mi) < 0, temos (fmi)0(�) < 1 e por tanto

jfmi(T )j < jT j:

Podemos repetir este processo com fmi(T ) no lugar de T . Procedendo indutivamente desta forma

conclu��mos que existe uma seq�uência �1; �2; :::; �k; ::: com �k 2 fm1; :::;mpg tal que para todo inteiro

positivo r vale

jf
P

r

k=1
�k (T )j < jT j:

Como para todo j existe r0 > 0 tal que
Pr0

k=1 �k 6 j <
Pr0+1

k=1 �k, temos

jf j(T )j = jf j�
Pr0

k=1
�k(f

Pr0

k=1
�k(T ))j 6MmjT j < jJ1j:

Lema 3.4. Se o conjunto de Cantor K �e C1{minimal para f e �n=�n+1 9 1 ent~ao existem � > 0

e x 2 K tais que F (x;m) 6 �� para todo inteiro positivo m.

Demonstra�c~ao. Como �n=�n+1 9 1, existem "0 > 0 e uma seq�uência crescente fnkg tais que

1 + "0 6
�n

k

�n
k
+1

. Seja Ink uma componente conexa do complementar de K tal que jInk j > �nk e

para todo j > 1, jf j(Ink )j 6 �nk+1. Pela escolha de Ink temos que jInk j ! 0 quando k ! 1.

20



Sejam x um ponto de acumula�c~ao do conjunto dos intervalos Ink (x 2 K) e a seq�uência fkig tais

que d(x; Inki )! 0 quando i!1. Portanto, para todo n, existe i su�cientemente grande tal que

1 + "0 6
�nki
�nki+1

6
jInki j

jfn(Inki )j
:

Ent~ao

F (x;m) = log(fm)0(x) = log

 
lim
i!1

jfn(Inki )j

j(Inki )j

!
6 � log(1 + "0):

Lema 3.5. Se um conjunto de Cantor K �e C1{minimal para f e �n=�n+1 9 1 ent~ao para todo

ponto x de K, F (x;m) n~ao �e limitado.

Demonstra�c~ao. Pela transitividade de K, basta demonstrar a propriedade para um ponto qualquer

de K. Sejam o ponto x e o n�umero � dados pelo lema 3.4 e suponhamos por contradi�c~ao que

F (x;m) �e limitado. Portanto se y = inffF (x;m) : m 2 Ng, existe um inteiro positivo p tal que

jF (x; p)� yj < �=2. Logo

F (fp(x);m) = F (x;m+ p)� F (x; p) = F (x;m+ p)� y � (F (x; p)� y) >
��

2
(3.1)

para todo inteiro positivo m. Seja fnkg tal que fp+nk(x) tem limite x quando k ! 1. Pela

continuidade uniforme de f 0 temos que

jF (fp(x); p+ nk)� F (x; p+ nk)j 6

p�1X
i=0

j log f 0(fp+nk+i(x)) � log f 0(f i(x))j = Æ(nk)! 0

quando k !1. Ent~ao

F (fp(x); p+ nk) < F (x; p+ nk) + Æ(nk) < �� + Æ(nk);

logo utilizando 3.1 temos uma contradi�c~ao.

3.2 Conjuntos de Cantor regulares

A constru�c~ao dos conjuntos de Cantor regulares imita o procedimento utilizado para se obter o

conjunto tri�adico usual de Cantor.

Dadas duas seq�uências fmig e f�ig commi inteiro positivo e 0 < �i < 1, procedemos como segue.

Na primeira etapa retiramos do c��rculo m1 intervalos abertos de igual comprimento, igualmente
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distribu��dos, obtendo o conjunto fechado K1 =
S
�i1 (i1 = 1; :::;m1) com medida de Lebesgue

jK1j = �1, onde �i1 s~ao as componentes conexas de K1. Na segunda etapa, de cada componente

conexa �i1 retiramos m2 intervalos abertos de igual comprimento, igualmente distribu��dos, obtendo

o conjunto fechado K2 =
S
�i1i2 (i2 = 1; :::;m2 + 1) com medida jK2j = �2jK1j, onde �i1i2 s~ao

as componentes conexas de K2. Procedendo indutivamente, obtemos para cada n um conjunto

fechado Kn � S1, contido em Kn�1, com medida jKnj = �njKn�1j, e escrevemos Kn =
S
�i1:::in

(in = 1; 2; :::;mn + 1) onde �i1:::in s~ao as componentes conexas de Kn (�i1:::in � �i1:::in�1).

De�nimos K =
T
Kn. Note que K �e fechado, sem pontos isolados e totalmente desconexo. A todo

conjunto K constru��do desta forma chamaremos conjunto de Cantor regular. A �gura 3.1 mostra

sucessivas etapas da constru�c~ao de um conjunto de Cantor regular.

�1
�m1

�1;1
�1;m2+1 �m1;1 �m1;m2+1

�1;1;1

Figura 3.1:

Seja agora f�ig o conjunto dos comprimentos das componentes conexas de S1 nK ordenados de

forma decrescente, ou seja �1 > �2 > ::: > �n > :::. Este conjunto de comprimentos �e denominado

o espectro de K.

As seguintes propriedades s~ao de f�acil veri�ca�c~ao.

1. Para todo n > 1, temos Kn+1 � Kn.

2. Para quaisquer r; s 2 f1; 2; :::;mk+1 + 1g, temos j�i1:::ikrj = j�i1:::iksj e

jK \�i1:::ikrj = jK \�i1:::iksj .
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3. Temos jKj = limn!1 �1:::�n; em particular, para todo n�umero real � com

0 6 � < 1 existe um conjunto de Cantor regular de medida de Lebesgue � (para veri�car isto,

quando � = 0 tome �n constante, e para � > 0 tome �n = �1=2
n

, por exemplo).

4. Toda componente conexa de S1 nK �e componente conexa de S1 nKn para algum n.

5. Se �xamos n, temos que para toda componente conexa I de S1 n K, contida em uma das

componentes conexas de Kn, existe em cada uma das outras componentes conexas de Kn,

uma componente conexa de S1 nK de comprimento jI j.

3.3 Propriedades geom�etricas dos conjuntos de

Cantor regulares

Nesta se�c~ao provaremos duas propriedades geom�etricas dos conjuntos de Cantor regulares.

Lema 3.6. Os comprimentos das componentes conexas de Kn s~ao menores que 2�=2n�1 para todo

inteiro positivo n.

Demonstra�c~ao. A a�rma�c~ao �e trivial se n = 1. Por outro lado, pela constru�c~ao de Kn sabemos que

para todo n > 2

j�i1:::in j =
�n

mn + 1
j�i1:::in�1 j:

Portanto, para todo n > 2 temos

j�i1:::in j =

nY
j=2

�j(1 +mj)
�1j�i1 j <

2�

2n�1
:

Lema 3.7. Se K �e um conjunto de Cantor regular e f�ig �e o espectro de K, ent~ao �n=�n+1 n~ao

converge a 1 quando n!1.

Demonstra�c~ao. Seja a seq�uência flig onde li �e o comprimento dos intervalos abertos que foram

retirados na i{�esima etapa da constru�c~ao do conjuntoK. Da constru�c~ao deK temos que os intervalos

abertos retirados na etapa n > 2 est~ao contidos em Kn�1, portanto ln �e menor que o comprimento

de cada uma das componentes conexas de Kn�1, logo utilizando o lema 2.1 temos ln < 2�=2n�2

para n > 2. Ent~ao, para n > 2 temos

# (flog�ig \ [�(n� 2) log 2 + log 2�; 0]) < n: (3.2)
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Suponhamos por contradi�c~ao que �n=�n+1 tem limite 1. Ent~ao para todo " > 0 existe n0 > 0 tal

que para todo n 2 N vale

0 < log�n0+n�i � log�n0+n+1�i < log(1 + ")

com i = 0; :::; n, logo

0 > log�n0+n > log�n0 � n log(1 + "):

Ent~ao

#(flog�ig \ [log�n0 � n log(1 + "); 0]) > n0 + n: (3.3)

Utilizando as desigualdades (3.2) e (3.3) temos que

#(flog�ig \ [�(n� 2) log 2 + log 2�; 0]) < n < n0 + n 6 #(flog�ig \ [log�n0 � n log(1 + "); 0]):

Portanto

�(n� 2) log 2 + log 2� > log�n0 � n log(1 + "):

Como esta desigualdade �e v�alida para todo n 2 N e para todo " > 0, tomando " tal que log(1+ ") <

log 2 obtemos uma contradi�c~ao.

3.4 Rigidez geom�etrica (I)

Nesta se�c~ao estabelecemos uma id�eia de rigidez geom�etrica para os conjuntos regulares de Cantor.

Em outras palavras, se K � S1 �e um conjunto de Cantor regular minimal para um difeomor�smo

f , ent~ao o fato de K ser regular imp~oe condi�c~oes bastantes r��gidas sobre a restri�c~ao de f 0 a K.

Como �e bem conhecido, a constru�c~ao cl�assica dos exemplos de Denjoy apresentada na literatura

(veja [1], [4] e [8] por exemplo) produz, via de regra, minimais excepcionais ao longo dos quais

o difeomor�smo correspondente tem derivada constante igual a 1. O lema a seguir mostra, em

particular, que tal constru�c~ao jamais pode produzir um conjunto regular.

Lema 3.8. Se um conjunto de Cantor regular K �e C1{minimal para um difeomor�smo f , ent~ao

existe x 2 K tal que f 0(x) > 1.

Demonstra�c~ao. Pelo lema 3.7, sabemos que existem "0 > 0 e uma seq�uência crescente de n�umeros

naturais fnjg tal que �nj=�nj+1 > 1 + "0 para todo nj . Seja I uma componente conexa qualquer

do complementar de K. Ent~ao a fam��lia ff�n(I)g com i 2 N �e uma fam��lia de intervalos abertos
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dois a dois disjuntos, logo jf�n(I)j ! 0 quando n ! 1. Portanto se j �e su�cientemente grande

existe p(j) 2 N tal que jf�p(j)(I)j 6 �nj+1 e jf
�p(j)+1(I)j > �nj . Ent~ao temos

jf�p(j)+1(I)j

jf�p(j)(I)j
>

�nj

�nj+1
> 1 + "0: (3.4)

Utilizando o teorema do valor m�edio, sabemos que existe um ponto �p(j) 2 f�p(j)(I) tal que

jf�p(j)+1(I)j = f 0(�p(j))jf
�p(j)(I)j

ou seja

jf�p(j)+1(I)j

jf�p(j)(I)j
= f 0(�p(j)): (3.5)

De (3.4) e (3.5) temos

f 0(�p) > 1 + "0: (3.6)

Se x �e ponto de acumula�c~ao do conjunto ff�p(j)(I)g, tamb�em �e ponto de acumula�c~ao do conjunto

f�p(j)g e como f 2 C1, temos que f 0(�p) ! f 0(x) quando j ! 1, logo usando (3.6) obtemos que

f 0(x) > 1.

No que segue, se y 2 Kn, notaremos por Ky
n a componente conexa de Kn que cont�em y. As

seguintes observa�c~oes ser~ao de utilidade nas demonstra�c~oes dos lemas a seguir.

1. Se K �e um conjunto de Cantor regular C1-minimal para f , utilizando o lema 3.6 e a con-

tinuidade uniforme de f 0 temos que para todo " > 0 existe n(") inteiro positivo tal que se

n > n(") e x1; x2 pertencem a uma mesma componente conexa de Kn vale

1

1 + "
<

f 0(x1)

f 0(x2)
< 1 + ":

2. Para todo inteiro positivo n e todo ponto x de K existe um n�umero positivo � tal que se

� �e um elemento do espectro de K menor que �, ent~ao existe uma componente conexa do

complementar de K de comprimento � contida em K
f(x)
n tal que sua preimagem est�a contida

em Kx
n.

Demonstra�c~ao. Seja J = f(Kx
n)\K

f(x)
n . O conjunto J �e fechado, n~ao{vazio e conexo, logo J �e

um intervalo fechado. Portanto, pelo lema 3.6, existe um inteiro positivo m tal que K
f(x)
m � J .

Tomando � = minfjI j: I componente conexa do complementar de Kn, n 6 mg e os intervalos

do complementar de K que est~ao contidos em K
f(x)
m temos demonstrada a propriedade.
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Lema 3.9. Se o conjunto de Cantor regular K �e C1-minimal para um difeomor�smo f e x �e um

ponto qualquer de K, ent~ao para todo " > 0 e para todo inteiro m (positivo ou negativo) se I �e

uma componente conexa do complementar de K de comprimento su�cientemente pequeno, existe

I� tamb�em componente conexa do complementar de K tal que

(f 0(x))m

1 + "
<
jI�j

jI j
< (f 0(x))m(1 + "):

Demonstra�c~ao. Suponhamos primeiro que m > 0. Sejam "1 > 0 su�cientemente pequeno e n =

n("1) como na observa�c~ao 1. Seja Kn como na constru�c~ao de K. Se I �e uma componente conexa do

complementar de K de comprimento su�cientemente pequeno, ent~ao existe I1 tamb�em componente

conexa do complementar de K contida em Kx
n e de comprimento jI j. Pelo teorema do valor m�edio

temos que existe � 2 I1 tal que

jf(I1)j = f 0(�)jI1j = f 0(�)jI j:

Como � 2 Kx
n , utilizando a observa�c~ao 1 temos

f 0(x)

1 + "1
<
jf(I1)j

jI j
< f 0(x)(1 + "1):

Se I �e su�cientemente pequena podemos repetir este processo com f(I1) em lugar de I . Ent~ao existe

I2, componente conexa do complementar de K tal que

f 0(x)

1 + "1
<
jf(I2)j

jf(I1)j
< f 0(x)(1 + "1):

Procedendo indutivamente desta forma conclu��mos que existem I3; :::; Im�1 componentes conexas

do complementar de K tais que

f 0(x)

1 + "1
<
jf(Ii+1)j

jf(Ii)j
< f 0(x)(1 + "1);

com i = 1; :::;m� 1. Logo temos

(f 0(x))m

(1 + "1)m
<
jf(Im)j

jI j
< (f 0(x))m(1 + "1)

m: (3.7)

Dado " > 0, de (3.7) escolhendo "1 > 0 tal que (1 + "1)
m < " segue a tese. No caso em que m < 0

procedemos como segue. Se I �e uma componente conexa do complementar de K su�cientemente

pequena, existe I1, tamb�em componente conexa do complementar deK, de comprimento jI j, contida

em K
f(x)
n tal que f�1(I1) est�a contida em Kx

n. Portanto existe � 2 I1 tal que

jf�1(I1)j = (f�1)0(�)jI1j =
jI1j

f 0(f�1(�))
:
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Como f�1(�) 2 Kx
n, utilizando a observa�c~ao 1 temos

1

(1 + "1)f 0(x)
<
jf�1(I1)j

jI1j
=

1

f 0(�)
<

1 + "1

f 0(x)
:

Logo procedendo de forma similar ao caso em que m > 0, obtemos o resultado desejado.

Lema 3.10. Se o conjunto de Cantor regular K �e C1{minimal para f ent~ao f 0 restrito a K �e

constante por partes. Mais ainda, se o conjunto de valores que toma f 0 restrito a K �e fa1; :::; ang

ent~ao log ai= logaj 2 Q (aj 6= 1).

Demonstra�c~ao. Sejam "0 e fnjg como na prova do lema 3.8. Temos que demonstrar que o conjunto

A = ff 0(x) : x 2 Kg �e �nito. Por contradi�c~ao, suponhamos que A �e in�nito. Como f 0 �e cont��nua

e limitada em S1, o conjunto A tem um ponto de acumula�c~ao. Deste fato conclu��mos que existem

a; b 2 K, distintos tais que
1

1 + "0
<

f 0(a)

f 0(b)
< 1: (3.8)

Consideremos um n�umero positivo "1 tal que

1 + "1 < min

(s
f 0(b)

f 0(a)
;

s
(1 + "0)

f 0(a)

f 0(b)

)

(o motivo de tal escolha �car�a claro ao longo da prova).

Pela observa�c~ao 1 temos que existe n("1) tal que se x1 e x2 est~ao em uma mesma componente

conexa de Kn("1) ent~ao

1

1 + "1
<

f 0(x1)

f 0(x2)
< 1 + "1: (3.9)

Seja I1 componente conexa de S1 nK contida na componente conexa de Kn("1) que cont�em o ponto

a. Da constru�c~ao de K temos que fora de Kn("1) s�o existem uma quantidade �nita de componentes

conexas do complementar de K. Pelo teorema do valor m�edio existe �1 2 I1 tal que

jf(I1)j = jI1jf
0(�1):

Utilizando 3.9 e que �1 e a est~ao numa mesma componente conexa de Kn("1) temos

jI1jf
0(a)

1 + "1
< jf(I1)j < jI1j(1 + "1)f

0(a): (3.10)

Se jI1j �e su�cientemente pequeno existe I2 componente conexa de S1 nK de comprimento jf(I1)j

tal que f�1(I2) est�a na componente conexa de Kn("1) que cont�em b (observa�c~ao 2). Utilizando o

teorema do valor m�edio sabemos que existe �2 2 I2 tal que
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jf�1(I2)j = jI2j(f
�1)0(�2) =

jI2j

f 0(f�1(�2))
:

Pela escolha de I2 temos que f�1(�2) e b est~ao em uma mesma componente conexa de Kn("1); assim,

aplicando (3.9) obtemos

jf(I1)j

f
0

(b)

1

1 + "1
6 jf�1(I2)j 6

jf(I1)j

f
0

(b)
(1 + "1):

Desta �ultima desigualdade e de (3.10) temos

jI1j

(1 + "1)2
f 0(a)

f 0(b)
6 jf�1(I2)j 6 jI1j(1 + "1)

2 f
0(a)

f 0(b)
;

e portanto, pela escolha de "1 temos

1 <
jI1j

jf�1(I2)j
< 1 + "0:

Em outras palavras, provamos que se I �e uma componente conexa de S1 n K de comprimento

su�cientemente pequeno, existe uma outra componente conexa I� do complementar de K tal que

1 < jI j=jI�j < 1 + "0:

Tomando I de comprimento �nj su�cientemente pequeno temos

1 + "0 >
jI j

jI�j
>

�nj

�nj+1
> 1 + "0

que �e uma contradi�c~ao. Logo A �e �nito, como quer��amos demonstrar.

Agora, suponhamos por contradi�c~ao que existem i e j tais que log ai= log aj =2 Q. Vamos mostrar

(como no caso anterior) que se I �e uma componente conexa de S1nK de comprimento su�cientemente

pequeno, existe uma outra componente conexa I� do complementar de K tal que

1 < jI j=jI�j < 1 + "0

o que novamente conduz a uma contradi�c~ao. Como log ai= log aj =2 Q ent~ao para todo "1 > 0 existem

m e n inteiros tais que

�"1 < m log ai � n logaj < 0;

ou seja existem x; y 2 K tais que

e�"1 < (f 0(x))m(f 0(y))�n < 1: (3.11)
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Do lema 3.9 temos que dados "2 > 0 e I componente conexa do complementar de K su�cientemente

pequena, existem I� e I�� tais que

(f 0(x))m

1 + "2
<
jI��j

jI j
< (f 0(x))m(1 + "2) (3.12)

e
(f 0(x))�n

1 + "2
<

jI�j

jI��j
< (f 0(x))�n(1 + "2) (3.13)

Utilizando 3.11, 3.12 e 3.13 temos

(f 0(x))�m(f 0(y))n

(1 + "2)2
<

jI j

jI�j
<

(1 + "2)
2

e�"1
: (3.14)

Escolhemos "2 tal que
(f 0(x))�m(f 0(y))n

(1 + "2)2
> 1;

e a seguer "1 tal que
(1 + "2)

2

e�"1
< 1 + "0:

Logo, utilizando 3.14 temos que se que se I �e su�cientemente pequena existe I� tal que

1 < jI j=jI�j < 1 + "0;

como quer��amos provar.

3.5 Prova do teorema 3.1

Para a prova do resultado principal necessitaremos dos dois lemas a seguir.

Lema 3.11. Sejam x um ponto de S1 e R� : S1 ! S1 a rota�c~ao de ângulo � (irracional em �).

Ent~ao para todo inteiro positivo m existe n > m tal que o conjunto An = fRi
�(x) : i = 0; :::; ng

determina uma parti�c~ao de S1 em intervalos com dois poss��veis comprimentos.

Demonstra�c~ao. Vamos construir indutivamente uma seq�uência n1 < n2 < ::: < nk < ::: tal que

Ank tem as propriedades desejadas para todo k. Podemos tomar n1 = 1. Suponhamos que nk j�a

�e conhecido. Denotemos xj = R
j

�
(x). Sejam T1; :::; Tp (de mesmo comprimento) e J1; :::; Jq (de

mesmo comprimento) os intervalos abertos da parti�c~ao que Ank determina em S1. Sempre podemos

ordenar os intervalos de modo que f(Ti) = Ti+1 e f(Jj) = Jj+1. Consideremos agora o ponto xnk+1.

Se assumimos que jTij < jJj j o ponto xnk+1 pertence a J1. Mais ainda, este ponto determina com

o extremo de J1 que n~ao �e o ponto x, um intervalo de comprimento igual a jT1j. Isto mostra que
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em geral o ponto xnk+j pertence a Jj (j = 1; :::; q), determinando com um dos extremos do Jk um

intervalo de comprimento jT1j. Portanto podemos tomar nk+1 = nk + q, de modo que Ank+1 tem

as propriedades desejadas.

Lema 3.12. Se f : S1 ! S1 �e cont��nua e R� �e a rota�c~ao de ângulo irracional � ent~ao para todo

ponto x 2 S1 vale

lim
n!1

1

n

X
06i6n

f(Ri
�(x)) =

Z
S1
f dx:

Demonstra�c~ao. Pelo teorema de Birkho� (ver [6]) a a�rmac~ao �e valida para quase todo ponto (com

respeito �a medida de Lebesgue em S1). Portanto, utilizando a continuidade uniforme de f , para

todo x 2 S1 e " > 0 existe y tal que

1. lim
n!1

1

n

X
06i6n

f(Ri
�(y)) =

Z
S1

f dx.

2. jf(Ri
�(x)) � f(Ri

�(y))j < ":

Somando obtemos ������
1

n

X
06i6n

f(Ri
�(x))�

1

n

X
06i6n

f(Ri
�(y))

������ < ";

logo segue a a�rma�c~ao.

A seguir damos a prova do teorema 3.1

Demonstra�c~ao. Suponhamos por contradi�c~ao, que existe um conjunto de Cantor regular K, C1-

minimal para um difeomor�smo f , e que no complementar de K s�o existe uma �orbita de intervalos

errantes. Seja h : S1 ! S1 a semiconjuga�c~ao tal que h Æ f = R� Æ h com R� : S
1 ! S1 rota�c~ao de

ângulo � (irracional em �).

Pelo lema 3.10 temos que existem H1; :::; Hr intervalos fechados disjuntos dois a dois que cobrem

K tais que f 0=Hi

T
K = ai. E poss��vel escolher os Hi de tal modo que cada componente conexa do

complementar de
Sr

i=1Hi seja uma componente conexa do complementar de K. Se L1; :::; Lr s~ao

as componentes conexas do complementar de
Sr

i=1Hi, ent~ao a imagem de cada Li segundo h �e um

ponto yi. Como f s�o tem uma �orbita de intervalos errantes no complementar de K, ent~ao os pontos

yi est~ao numa mesma �orbita na rota�c~ao R�. Sejam Am, T1; :::; Tp, J1; :::; Jq como no lema 3.11 tais

que fy1; :::; yrg � Am. De�namos agora

g :

p[
1

Ti [

q[
1

Jj ! R
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tal que g(x) = f 0(h�1(x)) (observar que g est�a bem de�nida mesmo no caso que h�1(x) �e um

intervalo). Pela escolha dos intervalos Ti e Jj temos que g �e constante em cada um deles. Ainda

mais, se y �e um ponto de S1 tal que h(y) n~ao pertence a
S
j2N

R
�j

�
(Am) (pre�orbita dos extremos

dos intervalos Ti e Jj) ent~ao

F (y; n) =

n�1X
i=0

log(g(Ri
�(h(y)))):

A�rmac~ao: Z
(
S
Ti)[(

S
Jj)

log g dx = 0:

Suponhamos por contradi�c~ao que
R
(
S
Ti)[(

S
Jj)

log g dx 6= 0. Supondo que

Z
(
S
Ti)[(

S
Jj)

log g dx > 0;

vemos que existe uma fun�c~ao g1 : S1 ! S1, cont��nua e menor que g tal que
R
S1

log g1dx > 0.

Utilizando 3.12 temos que dados x 2 S1 e k > 0 existe n = n(y; k) tal que
Pn�1

i=0 log(g1(R
i
�(x))).

Portanto, se x 2 K e h(x) =2
S
j2N

R
�j

�
(Am) temos que para todo k > 0 existe um inteiro positivo

n tal que

F (x; n) =

n�1X
i=0

log(g(f i(x))) >

n�1X
i=0

log(g1(R
i
�(h(x)))) > k: (3.15)

Como para todo ponto x 2 K existe um inteiro positivo s tal que h(fs(x)) n~ao pertence
S
j2N

R
�j

�
(Am)

ent~ao tomando k su�cientemente grande e aplicando (3.15) para o ponto h(fs(x)) temos que existe

um inteiro positivo n tal que

F (x; n) > 0:

Portanto o resultado obtido contradiz o lema 3.4. SeZ
S1

log g dx < 0;

trabalhando analogamente temos que para todo x 2 K existe um inteiro positivo n tal que F (x; n) <

0. Esse resultado contradiz o lema 3.3. Ent~ao temos provada a a�rma�c~ao. Agora provaremos queZ
S
Ti

log g dx =

Z
S
Jj

log g dx = 0: (3.16)

Denotemos ai = g=Ti e bj = g=Jj . Ent~aoZ
(
S
Ti)[(

S
Jj)

log g dx =
X

jTij log ai +
X

jJj j log bj = jT1j
X

log ai + jJ1j
X

log bj = 0: (3.17)

31



Se
P

log ai 6= 0, do lema 3.10 temos
P

log bj=
P

log ai 2 Q. Logo utilizando 3.17 temos jT1j=jJ1j 2

Q que �e uma contradi�c~ao j�a que os extremos dos intervalos Ti e Jj est~ao numa mesma �orbita da

rota�c~ao irracional R�. Ent~ao X
log bj =

X
log ai = 0:

Seja agora um ponto y 2 K tal que x = h(y) 2 T1. Da constru�c~ao dos intervalos Ti e Jj temos que

R
p+1
�

(x) pertence a T1 ou J1. Se R
p+1
�

(x) pertence a T1, ent~ao R
2p+1
�

(x) pertence a T1 ou J1. Se

R
p+1
�

(x) pertence a J1, ent~ao R
p+q+1
�

(x) pertence a T1 ou J1. Procedendo indutivamente temos que

existe uma seq�uencia crescente nk tal que nk+1 � nk s�o toma os valores p e q e Rnk+1
�

(x) pertence

a T1 ou J1. Portanto, utilizando 3.16 temos que F (y; nk) = 0 para todo k. Finalmente, dado um

inteiro positivo n existe k0 tal que nk0 6 n < nk0+1, e portanto

F (y; n) = F (y; nk0) + F (fnk0 (y); n� nk0) = F (fnk0 (y); n� nk0):

Como n�nk0 �e limitado, segue-se que F (y; n) �e limitado o que contradiz o lema 3.5. Isto conclui a

demonstra�c~ao do teorema 3.1.
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Cap��tulo 4

N~ao-minimalidade C1+" dos

conjuntos regulares

Como j�a observamos anteriormente, se a conjectura de McDu� �e verdadeira ent~ao os conjuntos de

Cantor regulares n~ao s~ao C1-minimais. Obtivemos um resultado um pouco mais fraco. Precisa-

mente, provamos o seguinte teorema.

Teorema 4.1. Se K �e um conjunto de Cantor regular, ent~ao K n~ao �e C1+"{minimal para nenhum

" > 0. No �ultimo cap��tulo generalizamos este teorema para uma fam��lia maior de conjuntos de

Cantor que chamamos conjuntos de Cantor quase-regulares.

4.1 Recobrimentos e n��veis

A seguinte observa�c~ao ser�a de utilidade na demonstra�c~ao do teorema 4.1. Se o conjunto de Cantor

regularK �e C1-minimal para f ent~ao para cada inteiro positivo n temos que se I �e uma componente

conexa do complementar de K su�cientemente pequena, I e f(I) est~ao contidas em Kn.

Demonstra�c~ao. Denotaremos por �n o m��nimo dos comprimentos das componentes conexas do com-

plementar de Kn. SeM �e o m�aximo de f 0, ent~ao para toda componente conexa do complementar de

K temos jf(I)j 6M jI j. Portanto se escolhemos I tal que jI j < �n
M
, temos que maxfjf(I)j; jI jg < �n,

logo f(I) e I est~ao contidos em Kn.
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Para a prova do teorema 4.1, ainda precisamos de uma de�ni�c~ao e de dois lemas.

De�ni�c~ao 4.2. Dizemos que o inteiro positivo s �e o n��vel de um intervalo I contido em S1, se I foi

retirado na etapa s da constru�c~ao de K (denotaremos s = L(I)).

O primeiro dos lemas �e o seguinte lema de recobrimento.

Lema 4.3. Se fTijg com j 2 N e i = 1; :::; n �e uma fam��lia de intervalos fechados contidos em

S1 tal que �j = maxfjTij j; i = 1; ::; ng tem limite 0 quando j ! 1, ent~ao existe um n�umero

natural k e um conjunto �nito de intervalos fJtg dois a dois disjuntos, contidos em S1, tais que

A =
S
Jt �

Sn

i=1 Tik e todo intervalo do complementar de A tem medida maior que a medida de

A.

Demonstra�c~ao. Para a demonstra�c~ao usaremos indu�c~ao �nita em n. Se n = 1 a demonstra�c~ao �e

imediata. Suponhamos agora que a propriedade �e v�alida para n > 1 e provaremos que �e v�alida para

n+1. Para cada j 2 N, denotaremos por Bj =
Sn+1
i=1 Tij e por Ysj (s = 1; :::; nj , com nj 6 n+1) as

componentes conexas do complementar de Bj . Dividiremos a demonstra�c~ao em dois casos. Primeiro,

suponhamos que aj = minfjYkj j; k = 1; :::; njg n~ao tem limite 0 quando j ! 1. Ent~ao existem

" > 0 e uma seq�uência crescente fjtg tais que ajt > " para todo t. Por hip�otese sabemos que �j ! 0

quando j !1, ent~ao existe r 2 N tal que �jr < "=(n+ 1), logo

jBjr j 6

n+1X
i=1

jTijr j < (n+ 1)
"

n+ 1
= ":

Como ajr > " temos que todo intervalo do complementar de Bjr tem medida maior que jBjr j.

De�nindo os intervalos Jt como as componentes conexas de Bjr , temos provado o passo da indu�c~ao

neste caso. Suponhamos agora que aj ! 0 quando j !1. Denotemos por Y�j uma das componentes

conexas do complementar de Bj que tem comprimento igual a aj . Podemos supor sem perda de

generalidade que Y�j �e o intervalo Arc(T1j ; T2j)n(T1j [T2j) (considerando j su�cientemente grande e

reordenando os intervalos Tij se necess�ario). Consideremos agora a fam��lia de intervalos T �ij de�nida

como segue. Tome

T �1j = T1j [ Y
�

j [ T2j

e para i = 2; :::; n

T �i;j = Ti+1;j :

Ent~ao pela hip�otese indutiva existem um n�umero k e uma fam��lia de intervalos Jt que veri�cam

o lema para os intervalos T �ij . O n�umero k e a fam��lia de intervalos Jt obtidos para a fam��lia de

intervalos T �ij tamb�em veri�cam a conclus~ao do lema para a fam��lia de intervalos Tij . Isto estabelece

o passo da indu�c~ao e conclui a prova .
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Se x �e extremo de uma componente conexa de K de n��vel s0 ent~ao para cada inteiro s > s0

denotamos por Is �a componente conexa de K mais pr�oxima de x.

De�ni�c~ao 4.4. Seja x extremo de uma componente conexa do complementar de K de n��vel s0.

Para cada s inteiro, s > s0 de�nimos

'x(s) = s�L(f(Is))

.

Lema 4.5. Se K �e um conjunto de Cantor regular C1-minimal para f e x �e extremo de uma

componente conexa do complementar de K de n��vel s0, ent~ao 'x �e limitada superiormente.

Demonstra�c~ao. Chamaremos �n a medida das componentes conexas de Kn. Suponhamos por con-

tradi�c~ao que para cada k > 0 existe sk inteiro positivo tal que 'x(sk) = sk�L(f(Isk )) > k. Portanto

se denotamos rk = L(f(Isk )) temos

�sk 6 2�k+1�rk+1:

Se Isk = (ak; bk) com ak entre x e bk, temos que existe �k 2 [x; ak] tal que d(f(x); f(ak)) =

f 0(�k)d(x; ak). Logo

d(f(x); f(ak)) = f 0(�k)�sk 6 f 0(�k)2
�k+1�rk+1 6 f 0(�k)2

�k+1d(f(x); f(ak)):

Daqui temos que f 0(�k)!1 quando k ! +1 que �e uma contradi�c~ao.

4.2 Prova do teorema 4.1

Demonstra�c~ao. Por contradi�c~ao suponhamos que existe " > 0 e um difeomor�smo f de classe C1+"

que tem K como conjunto minimal. Pelos lemas 3.10 e 3.8 temos que existe n0 inteiro positivo e

um ponto x extremo de uma componente conexa do complementar de K que satisfazem o seguinte.

1. A restri�c~ao de f 0 a K �e constante em cada uma das componentes conexas de Kn0 .

2. f 0(x) = � > 1.

3. Pela continuidade de f 0 temos que se n0 �e su�cientemente grande ent~ao para toda componente

conexa I do complementar de K contida em Kx
n0

(componente conexa de Kn0 que contem x)

vale jf(I)j > jI j, logo f(I) e I s~ao de diferente n��vel.
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Dado o inteiro positivo n denotamos In = (an; bn) o segmento de n��vel n+ n0 contido em Kx
n0

que

�ca mais pr�oximo de x. Fixemos m e para cada inteiro n > m consideramos a fam��lia de intervalos

fIjngj2N com as seguintes propriedades.

1. O intervalo I0n = In.

2. O intervalo Ijn �e a componente conexa do complementar de K de igual n��vel que f(Ij�1n ) que

�ca mais pr�oxima de x (na demonstra�c~ao s�o vamos trabalhar com uma quantidade �nita destes

intervalos).

Seja q = maxfL(I) � L(f(I))g o inteiro dado pelo lema 4.5. De�nimos pn = minfj : L(Ijn) 6

L(Im+q�1) = n0 +m+ q � 1g. Para ver que pn est�a bem de�nido, devemos provar que o conjunto

Dn = fj : L(Ijn) 6 L(Im+q�1)g �e n~ao vazio. Suponhamos por contradi�c~ao que Dn �e vazio. Ent~ao

para todo j vale jIj�1n j < jIjnj e que I
j
n est�a entre x e Im+q�1 que �e uma contradi�c~ao. Logo Dn n~ao

�e vazio. Consideremos agora a fam��lia �nita fIjng com j = 1; :::; pn. Do lema 4.5 temos

n0 +m+ q > L(Ipnn ) > n0 +m:

Pelo teorema do valor m�edio sabemos que existem pontos �j 2 Ijn, j = 0; :::; pn � 1 tais que

jf(Ijn)j = f 0(�j)jI
j
nj = jIj+1n j:

Portanto

jInj =
jIpnn j

f 0(�0):::f 0(�pn�1)
: (4.1)

Denotemos rj = L(Ijn) com j = 0; :::; pn � 1. Observe o leitor que se i 6= j ent~ao ri 6= rj e que

rj > m+ n0 para todo j. Para todo j, temos que �j e x est~ao numa mesma componente conexa de

Krj�1, logo utilizando o lema 3.6 temos

j�j � xj <
1

2rj�2
:

Portanto, como f �e de classe C1+" (i.e jf 0(x) � f 0(y)j 6 kjx� yj") temos

1�
k

�

1

2(rj�2)"
<

f 0(�j)

�
< 1 +

k

�

1

2(rj�2)"
: (4.2)

Utilizando (4.1) e (4.2) temos

jIpnn j

�pn

pn�1Y
i=0

n
1 +

k

�

�
1

2ri�2

�" o�1
6 jInj 6

jIpnn j

�pn

pn�1Y
i=0

n
1�

k

�

�
1

2ri�2

�" o�1
:
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Assim, conclu��mos que

log jIpnn j � pn log � � P2(m) 6 log jInj 6 log jIpnn j � pn log � � P1(m) (4.3)

onde

P1(m) =

1X
j=m+n0

log
n
1�

k

�

�
1

2j�2

�" o
6 log

pn�1Y
i=0

n
1�

k

�

�
1

2ri�2

�" o
< 0

bem como

P2(m) =

1X
j=m+n0

log
n
1 +

k

�

�
1

2j�2

�" o
> log

pn�1Y
i=0

n
1 +

k

�

�
1

2ri�2

�" o
> 0:

Para cada m de�nimos o conjunto Am = flog jIr j; r > mg (este conjunto difere do conjunto

flog�ig s�o numa quantidade �nita de elementos). Consideremos agora o quociente Am= log �:R =

Am como subconjunto da variedade a�m S = R= log �:R que �e isomorfa a S1. Da desigualdade

(4.3) temos que para cada m existe uma quantidade �nita de intervalos fechados Tmj , j = 1; :::; q,

contidos em S tais que
q[

j=1

Tmj � Am

e

am = maxfjTmj j; j = 1; :::; qg = P2(m)� P1(m):

Das de�ni�c~oes de P1(m) e P2(m) temos que am tem limite 0 quando m!1. Aplicando o lema 3.1

sabemos que existem m0 e uma fam��lia de intervalos Jk contidos em S, com k = 1; :::; h, tais que

Am0
�

q[
j=1

Tm0j �
[
Jk =M

e toda componente conexa do complementar de M tem medida maior que jMj. Se consideramos

o levantamento dos conjuntos anteriores temos que existem um n�umero Æ > 0 e uma fam��lia de

intervalos [�s; �s], com �s 6 �s e �s+1 < �s, s = 1; :::;1 (que s~ao os levantados dos intervalos Jt)

tais que

Am0
�

1[
s=1

[�s; �s]

bem como

�s � �s+1 < �s � �s + Æ:

E f�acil veri�car que esta condi�c~ao implica que K satisfaz a condi�c~ao de McDu� (condi�c~ao de sepa-

ra�c~ao para p = 0) que �e uma contradi�c~ao.
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Cap��tulo 5

Conjuntos regulares de medida

positiva

Neste cap��tulo provamos dois teoremas. Provamos que sob certas condi�c~oes os conjuntos de Cantor

regulares n~ao s~ao C1-minimais. O primeiro dos resultados �e o seguinte.

Teorema 5.1. Se K �e um conjunto de Cantor regular de medida positiva e a seq�uência fmig n~ao

�e limitada, ent~ao K n~ao �e C1{minimal.

Para enunciar o segundo teorema ainda precisamos de uma de�ni�c~ao.

De�ni�c~ao 5.2. Se K �e um conjunto de Cantor regular, para cada inteiro primo q de�nimos Aq =

fi 2 N : mi + 1 = 0 (mod q)g.

Para o caso em que Aq �e in�nito denotamos seus elementos por tn (n 2 N) com tn < tn+1 para

todo inteiro positivo n.

Teorema 5.3. Se K �e um conjunto de Cantor regular de medida positiva e existe um inteiro primo

q tal que Aq �e in�nito e tn+1 � tn !1 ent~ao K n~ao �e C1-minimal.

5.1 Rigidez geom�etrica (II)

Come�caremos provando certos lemas que ser~ao de utilidade na demonstra�c~ao dos teoremas acima.

Observemos que utilizando o lema 2.1 e a continuidade uniforme de f 0, temos que para todo " > 0
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existe n(") inteiro positivo tal que se n > n(") e x1; x2 pertencem �a mesma componente conexa de

Kn, vale
1

1 + "
<

f 0(x1)

f 0(x2)
< 1 + ":

Se I e J s~ao conjuntos contidos em S1 n K, denotaremos por Arc(I; J) o menor arco de S1 que

cont�em I e J .

Lema 5.4. Sejam I1, I2, I3 e I4 componentes conexas de S1 nK duas a duas distintas que foram

retiradas nas etapas n1; n2; n3 e n4 da constru�c~ao de K, respectivamente. Se n4 > maxfn1; n2; n3g

e Arc(I3; I4) n (I3 [ I4) �e uma componente conexa de Kn4 , ent~ao existe um inteiro positivo m tal

que

jK \ Arc(I1; I2)j = mjK \ Arc(I3; I4)j:

Demonstra�c~ao. Das propriedades 4 e 1 temos que I1; I2; I3; I4 � S1 nKn4 , logo Arc(I1; I2) \Kn4 �e

uma reuni~ao de m componentes conexas de Kn4 que denotaremos por K1
n4
; :::;Km

n4
. Ent~ao

Arc(I1; I2) \K = (Arc(I1; I2) \Kn4) \K = (

m[
i=1

Ki
n4
) \K:

Segue que

jArc(I1; I2) \Kj =

mX
i=1

jKi
n4
\Kj:

Logo, da propriedade 2 da se�c~ao 3.2 temos

jArc(I1; I2) \Kj = mjK1
n4
\Kj: (5.1)

Por hip�otese sabemos que Arc(I3; I4) n (I3 [ I4) �e uma componente conexa de Kn4 ent~ao

jK1
n4
\Kj = j(Arc(I3; I4) n (I3 [ I4)) \Kj = jArc(I3; I4) \Kj: (5.2)

Ent~ao de (5.1) e (5.2) temos

jK \ Arc(I1; I2)j = mjK \ Arc(I3; I4)j:

Lema 5.5. Se o conjunto de Cantor regular K, de medida positiva, �e C1{minimal para um difeo-

mor�smo f e f 0(x) > 1 para x 2 K, ent~ao f 0(x) �e um n�umero natural.
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Demonstra�c~ao. Sejam "0, fnjg e f�njg como no lema 3.1, e seja "1 = minf"0; f
0(x)�1g. Utilizando

o lema 3.2 e as propriedades 4 e 1 da se�c~ao 3.2, sabemos que existe um inteiro positivo n tal que

a fun�c~ao f 0 �e constante na intersec�c~ao de K com cada uma das componentes conexas de Kn e a

desigualdade da observa�c~ao 1 da se�c~ao 3.4 �e satisfeita para " = "1. Sem perda de generalidade,

podemos supor que o ponto x �e extremo de uma componente conexa I do complementar de K

tal que I e f(I) est~ao contidas em S1 nKn. Seja j0 tal que �nj0 �e menor que o comprimento de

alguma das componentes conexas do complementar de K que est�a contida em Kn. Para cada j > j0

consideremos Ij a componente conexa do complementar de K contida em Kx
n (componente conexa

de Kn que cont�em x) que est�a mais pr�oximo de x e que jIj j > �nj . Ent~ao temos que jIj j ! 0 e

d(x; Ij) ! 0 quando j ! 1. Este fato implica que existe um inteiro positivo j1 tal que se j > j1

ent~ao f(Ij) est�a contida em K
f(x)
n . Pela escolha de "1 temos que

d(f(x); f(Ij)) >
f 0(x)

1 + "1
d(x; Ij ) > d(x; Ij): (5.3)

Agora demonstraremos que se j > j1 n~ao existe uma outra componente conexa do complementar

de K de comprimento igual ao de f(Ij), contida em K
f(x)
n e que esteja entre f(x) e f(Ij). Por

contradi�c~ao, suponha que existe I� nas condi�c~oes anteriores. Ent~ao f�1(I�) est�a entre x e Ij . Pelo

teorema do valor m�edio sabemos que existem �� 2 f�1(I�) e �j 2 Ij tais que

jf�1(I�)j =
jI�j

f
0

(��)

e

jf(Ij)j = f 0(�j)jIj j

logo

jf�1(I�)j =
f 0(�j)

f 0(��)
jIj j:

Como �� e �j est~ao em uma mesma componente conexa de Kn, temos

jIj j

1 + "1
< jf�1(I�)j < jIj j(1 + "1)

logo

jf�1(I�)j >
jIj j

1 + "1
>

jIj j

1 + "0
>

�nj

1 + "0
> �nj+1:

Deste fato conclu��mos que jf�1(I�)j > �nj o que contradiz a de�ni�c~ao de Ij . Al�em disso

utilizando (5.3) temos que se f(Ij) foi retirado em uma etapa n1 e Ij na etapa n2 ent~ao n < n1 < n2.

Estas observa�c~oes permitem aplicar o lema 5.4, logo existe p 2 N tal que
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jK \ Arc(f(x); f(Ij ))j = pjK \ Arc(x; Ij )j: (5.4)

Como f 0 restrito a K \ Arc(x; Ij ) �e constante, ent~ao temos que

jf(K \ Arc(x; Ij ))j = f 0(x)jK \ Arc(x; Ij )j = jK \ Arc(f(x); f(Ij )j: (5.5)

Portanto de (5.4) e (5.5) e usando que jKj > 0 temos que 1 < f 0(x) = p 2 N.

5.2 Prova do teorema 5.1

Demonstra�c~ao. Por contradi�c~ao, suponhamos que K �e C1{minimal para f e fmig �e n~ao limitada.

Pelos lemas 3.8 e 5.5 sabemos que existe x extremo de um intervalo errante I , tal que f 0(x) = p

com p inteiro maior que 1. Portanto, pela continuidade uniforme de f 0 e o lema 3.6 sabemos que

existe n0 2 N tal que f 0=(K \Kx
n0
) = p onde Kx

n0
�e a componente conexa de Kn0 que contem x.

Como fmig n~ao �e limitada, ent~ao existe i0 su�cientemente grande tal que mi0 > p+2. Sejam Ji0 o

intervalo de n��vel i0 mais pr�oximo de x e Kx
i0
= [x; yi0 ] (componente conexa de Ki0 que contem x).

Como f 0 restrita a K \Kx
n0

�e p, ent~ao

jf(K \Kx
i0
)j = jK \ [f(x); f(yi0)]j = pjK \Kx

i0
j:

Utilizando que K �e de medida positiva temos que o intervalo [f(x); f(yi0 )] cont�em exatamente p

componentes conexas de Ki0 . Como f(x) �e extremo de f(I) (que �e de n��vel maior que i0 se i0 �e

su�cientemente grande) e na etapa i0 retiramos mais de p + 2 intervalos, ent~ao o n��vel de f(Ji0) �e

i0. Portanto

jJi0 j = jf(Ji0)j:

Por outro lado, temos que Ji0 � Ki0�1 e jKi0�1j ! 0 quando i0 ! 1. Mas ent~ao, utilizando a

continuidade de f 0, sabemos que se i0 �e su�cientemente grande

jJi0 j < jf(Ji0)j;

que �e uma contradi�c~ao.

5.3 Prova do teorema 5.3

A seguir demonstraremos dois lemas que ser~ao utilizados na demonstra�c~ao do teorema 5.3.
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Lema 5.6. Se K �e um conjunto de Cantor regular de medida positiva, C1-minimal para f , e

existem x 2 K e um inteiro positivo p (p > 1) tais que f 0(x) = p, ent~ao p �e m�ultiplo de mi+1 para

i su�cientemente grande.

Demonstra�c~ao. Do lema 3.10 podemos supor que x �e extremo de uma componente conexa do com-

plementar de K. Denotemos por Ii = (ai; bi) a componente conexa do complementar de K de n��vel

i mas pr�oxima de x (se i �e su�cientemente grande a componente Ii est�a bem determinada). Ent~ao

f([x; ai]) contem exatamente p componentes conexas de Ki, logo o n��vel de f(Ii) �e menor ou igual

que i. Se i �e su�cientemente grande temos que jf(Ii)j > jIij, logo o n��vel de f(Ii) �e menor que i.

Portanto a quantidade de componentes conexas de Ki que contem f([x; ai]) �e m�ultiplo de mi + 1,

logo segue a tese.

Lema 5.7. Se K �e um conjunto de Cantor regular de medida positiva ent~ao ln
�n

! 0 quando

n ! 1, onde �n �e o comprimento das componentes conexas de Kn e ln �e o comprimento dos

segmentos abertos que foram retirados na n{�esima etapa da constru�c~ao de K.

Demonstra�c~ao. Da constru�c~ao de K temos que

jKj = lim
n!1

�1::::�n > 0;

logo �n ! 1: Se x �e extremo de algum dos intervalos abertos retirados na etapa j da constru�c~ao de

K, ent~ao para todo n > j + 1 temos

�n =
jKnj

jKn�1j
=
jKx

nj(mn + 1)

jKx
n�1j

=
jKx

nj(mn + 1)

jKx
nj(mn + 1) +mnln

;

logo
ln

jKx
n j
! 0

quando n! +1.

A seguir apresentaremos a prova do teorema 5.3

Demonstra�c~ao. Por contradi�c~ao suponhamos que K �e C1-minimal para f . Sejam x, I , p e n0 como

na prova do teorema 5.1. Para cada i > n0, denotaremos por Ji = (yi; zi) o intervalo errante de

n��vel i mais pr�oximo de f(x). Por hip�otese, existe um inteiro positivo n0 tal que se n > n0 ent~ao

tn+1 � tn > 3p.

A�rma�c~ao 1: Para todo i > tn0 , se f�1(Ji) �e o intervalo de n��vel j mais pr�oximo de x ent~ao
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f�1(Jj) n~ao �e o intervalo de n��vel k = L(f�1(Jj)) mais pr�oximo de x. Suponhamos por contradi�c~ao

que f�1(Jj) �e o intervalo de n��vel k = L(f�1(Jj)) mais pr�oximo de x. Portanto [x; f�1(yi)] �e uma

componente conexa de Kj e [x; f
�1(yj)] �e uma componente conexa de Kk. Ent~ao

(mi+1 + 1):::(mj + 1) = p

e

(mj+1 + 1):::(mk + 1) = p:

Utilizando o lema 5.6 e que q �e um n�umero primo temos que existem pelo menos dois elementos

do conjunto f(mi+1 + 1); :::; (mj + 1); :::; (mk + 1)g que s~ao m�ultiplos de q. Como este conjunto

n~ao tem mais de 2p elementos se i �e su�cientemente grande temos uma contradi�c~ao. Ent~ao temos

demonstrada a a�rma�c~ao 1.

A�rma�c~ao 2: Se i �e su�cientemente grande, existe k > i tal que

jJkj

jK
f(x)

k
j
>

3

2

jJij

jK
f(x)
i j

:

Pelo teorema do valor m�edio, para todo i, existem �1 e �2 (que dependem de i) contidos em

[x; f�1(zi)] tais que

jJij = jf�1(Ji)jf
0(�1)

e

j(f(x); yi)j = j(x; f�1(yi))jf
0(�2):

Ent~ao
jJij

jK
f(x)
i j

=
jJij

j(f(x); yi)j
=

f 0(�1)

f 0(�2)

jf�1(Ji)j

j(x; f�1(yi))j
!

jf�1(Ji)j

j(x; f�1(yi))j
; (5.6)

quando i!1. Temos duas possibilidades.

1. Se f�1(Ji) �e o intervalo mais pr�oximo de x de n��vel j = L(f�1(Ji)), da a�rma�c~ao 1, temos

que f�1(Jj) n~ao �e o intervalo de n��vel k = L(f�1(Jj)) mais pr�oximo de x, portanto

j(x; f�1(yj))j > 2:jKx
k j:

Ent~ao, utilizando 5.6,

jJij

jK
f(x)
i j

!
jJj j

jK
f(x)
j j

!
jJkj

j(x; f�1(yj))j
<

jJkj

2jK
f(x)

k
j
;

quando i!1. Logo segue a a�rma�c~ao 2.
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2. Se f�1(Ji) n~ao �e o intervalo mais pr�oximo de x de n��vel k = L(f�1(Ji)), ent~ao

j(x; f�1(yi))j > 2:jKx
k j:

Logo a demonstra�c~ao segue de forma an�aloga ao item anterior.

Da a�rma�c~ao 2 temos que
jJnj

jK
f(x)
n j

9 0

quando n!1 que contradiz o lema 5.7.

44



Cap��tulo 6

Conjuntos de Cantor

quase-regulares

As t�ecnicas expostas nos cap��tulos anteriores permitem-nos obter generaliza�c~oes dos teoremas 3.1 e

4.1 para uma fam��lia ainda mais ampla de conjuntos de Cantor que chamaremos conjuntos de Cantor

quase-regulares. Para esta fam��lia de conjuntos de Cantor (que cont�em a fam��lia dos conjuntos de

Cantor regulares) provaremos os seguintes resultados.

Teorema 6.1. Se um conjunto de Cantor K �e C1{minimal para um difeomor�smo f , e se no

complementar de K existe uma �unica �orbita de intervalos errantes, ent~ao K n~ao �e quase-regular.

Teorema 6.2. Se K �e um conjunto de Cantor quase-regular de regularidade n~ao nula ent~ao K n~ao

�e C1+"{minimal para nenhum " > 0.

6.1 Conjuntos de Cantor quase-regulares

Dada uma seq�uência de inteiros positivos fnig com
P

i<j
ni 6 nj , procedemos como segue. Na

primeira etapa retiramos de S1, n1 intervalos abertos de igual comprimento, obtendo o conjunto

fechado K1 =
S
�1i1 (i1 = 1; :::; n1), onde �1i1 s~ao as componentes conexas de K1. Na segunda

etapa, de K1 retiramos n2 intervalos abertos de igual comprimento, retirando de cada componente

conexa de K1 pelo menos um intervalo, obtendo o conjunto fechado K2 =
S
�2i2 (i2 = 1; :::; n2),

onde �1i2 s~ao as componentes conexas de K2. N~ao exigimos que os intervalos retirados estejam
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igualmente distribu��dos. Procedendo indutivamente, obtemos para cada m um conjunto fechado

Km � S1, contido em Km�1 e escrevemos Km =
S
�mim (im = 1; :::; nm) onde �mim s~ao as com-

ponentes conexas de Km. De�nimos ent~ao K =
T
Km. Se �m = maxfj�mim j : im = 1; :::; nmg ! 0

quando m!1 ent~ao K �e um conjunto de Cantor. A todo conjunto de Cantor K constru��do desta

forma chamaremos conjunto de Cantor quase-regular. Observar que com este procedimento n~ao

obtemos todos os conjuntos de Cantor de S1. Se �m = minfj�m;im j : im = 1; :::nmg, o n�umero

Æ = inff�m=�m : m 2 Ng d�a uma id�eia da irregularidade do conjunto K. Esse n�umero depende do

conjunto de Cantor K e do procedimento dado para obter K. Ent~ao de�nimos a regularidade de K

como o supremo do conjunto dos Æ tomando todos os procedimentos poss��veis para obter K. Por

exemplo, se o conjunto K �e um conjunto de Cantor regular temos que sua regularidade �e 1 (que �e

o maior valor poss��vel). Tanto mais irregular �e o conjunto quanto menor a sua regularidade.

Lema 6.3. Se K �e um conjunto de Cantor quase-regular, ent~ao �n <
2�

2n�1
para todo inteiro n > 1.

Demonstra�c~ao. Vamos demonstrar que se �n < 2�
2n�1

ent~ao �n+1 <
2�
2n
. Provado isto, como �1 < 2�

temos demonstrado o lema. Temos que existe j1 tal que �n;j1 <
2�

2n�1
. Da constru�c~ao de K sabemos

que existem j2 e j3 tais que �n+1;j2 e �n+1;j3 est~ao contidos em �n;j1 . Por tanto

minfj�n+1;j2 j; j�n+1;j3 jg 6
j�n;j1 j

2
<

2�

2n
;

logo segue a tese.

Lema 6.4. Se K �e um conjunto de Cantor quase-regular, ent~ao �n=�n+1 n~ao converge a 1 quando

n!1.

Demonstra�c~ao. Seja a seq�uência flig como no lema 3.7. Utilizando o lema 6.3 temos que

li <
2�

2i�2
;

logo, a prova segue como no lema 3.7.

Lema 6.5. Se um conjunto de Cantor quase-regular K �e C1-minimal para f , ent~ao existe x 2 K

tal que f 0(x) > 1.

Demonstra�c~ao. A prova �e an�aloga a prova do lema 3.8 (segue do lema 6.4).
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6.2 Demonstra�c~ao do teorema 6.1.

A propriedade dos conjuntos de Cantor regulares que permite provar os lemas 3.9 e 3.10 �e a que

segue. Se K �e um conjunto de Cantor regular ent~ao para todo " > 0 existe um inteiro n tal que

cada componente conexa de Kn �e de comprimento menor que " e se I �e uma componente conexa

do complementar de K su�cientemente pequena ent~ao existe em cada uma das outras componentes

conexas de Kn uma componente conexa do complementar de K de comprimento jI j. Esta pro-

priedade tamb�em �e v�alida para conjuntos de Cantor quase-regulares. Isto �e porque �m ! 0 e

porque no passo n + 1 retiramos pelo menos um intervalo aberto de cada uma das componentes

conexas de Kn. Utilizando esta propriedade, temos que s~ao v�alidos os lemas 3.9 e 3.10 no caso que o

conjunto de Cantor K �e quase-regular. Logo, a prova do teorema 6.1 �e an�aloga �a prova do teorema

3.1.

6.3 Demonstra�c~ao do teorema 6.2.

A prova deste teorema �e an�aloga �a prova do teorema 4.1. Antes devemos provar um lema an�alogo

ao lema 4.5. Provado isso segue que �e v�alido o teorema 6.2. Se o conjunto de Cantor quase-regular

K �e de regularidade n~ao nula, existe um procedimento que determina K tal que Æ = inff�m=�m :

m 2 Ng > 0. No caso em que K �e C1-minimal para um difeomor�smo f , pelo lema 6.5, existe x

extremo de uma componente conexa do complementar de K tal que f 0(x) > 1. Para cada inteiro

positivo s consideramos a componente conexa do complementar de K de n��vel s mais pr�oxima de x

(Is). Se s �e su�cientemente grande, Is est�a determinada. De�nimos ent~ao

'(s) = s�L(f(Is)):

Esta fun�c~ao depende do procedimento considerado e do ponto x. Provemos agora o lema a seguir.

Lema 6.6. Se o conjunto de Cantor quasi-regular K de regularidade n~ao nula �e C1-minimal para

f , ent~ao supf'(s) : s 2 Ng < +1.

Demonstra�c~ao. Suponhamos por contradi�c~ao que para cada k > 0 existe sk, inteiro positivo, tal que

'(sk) = sk �L(f(Isk )) > k. Denotemos rk = L(f(Isk )). Pela constru�c~ao de K temos

�sk 6 2�k�rk :

Se Isk = (ak; bk) com ak entre x e bk, temos que existe �k 2 [x; ak] tal que d(f(x); f(ak)) =
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f 0(�k)d(x; ak). Logo

d(f(x); f(ak)) 6 f 0(�k)�sk 6 f 0(�k)
�sk
Æ
6

f 0(�k)

Æ
2�k�rk 6

f 0(�k)

Æ
2�kd(f(x); f(ak)):

Daqui obtemos que f 0(�k)!1 quando k ! +1 que �e uma contradi�c~ao.

Mediante a aplica�c~ao deste lema, a prova do teorema 6.2 �e inteiramente an�aloga �a do teorema

4.1.
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