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Resumen

Al buscar informacién en Internet, cobra importancia, debido a su tamafio, cémo se presentan o se ordenan
la variedad de paginas que tienen algo en comin con los temas o nombres consultados. En este trabajo,
explicamos un procedimiento que asocia a cada pagina de la Red un nimero que cuantifica su “relevancia” y
permite ordenar los resultados de la bisqueda. Este método fue lo que popularizo al buscador Google. El modo
en que se enlazan la pédginas de la Red, determina una matriz cuyos vectores propios tienen propiedades que
permiten utilizar sus componentes como una medida de “relevancia”. Nuestro objetivo es ilustrar cémo son
utilizadas ciertas nociones bésicas del Algebra Lineal en estos célculos.

Introduccién

La siguiente cita, extraida del periédico Le Monde [Lal, ilustra en términos generales las ideas que profun-
dizaremos aplicando de algunos elementos del Algebra Lineal.

“A mediados de los '90, frente al creciente flujo de informacién, dos estudiantes de computacién de
la Universidad estadounidense de Stanford, Sergey Brin y Larry Page, intuyeron algo: un motor de
bisqueda que se basara en el estudio matemético de las relaciones entre los diferentes sitios daria
mucho mejor resultado que las técnicas rudimentarias que se empleaban entonces. Convencidos de
que las paginas mds ‘pertinentes’ son las més frecuentemente citadas (las que los otros sitios ponen
como referencia en su lista de enlaces en hipertexto) deciden hacer del tema su proyecto de estudios,
estableciendo asi las bases de un motor més ‘matematico’, al que bautizaron Google en el momento de
crear su empresa, en setiembre de 1998.”

El mismo articulo continua dando mas detalles

“ Para evaluar la ‘pertinencia’ de las péaginas existentes en internet, Brin y Page inventaron el ‘Page
Rank’, una escala de valores propia de Google. En la misma, la importancia de las paginas web es
reevaluada permanentemente en funcién de la cantidad de menciones de que son objeto en los diferentes
sitios. Por lo tanto, los sitios aislados, que no figuran en las listas de enlaces hipertextuales, resultan
poco visibles, sin ‘legitimidad’. En cambio los sitios muy citados se convierten para Google en sitios de
referencia. Ese original algoritmo ofrece resultados impresionantes.”

Al buscar material en Internet se plantean simultdaneamente dos problemas:
= ; Qué péagina tiene elementos relacionados con lo que buscamos?
= ;Cémo se presenta (ordena) lo hallado?

En este trabajo, nos concentraremos en un aspecto matematico relacionado con el segundo punto: analizaremos
uno de los elementos que utiliza el buscador Google para ordenar los datos que se relacionan con nuestra busqueda.
Aunque el primer problema tiene también gran relacién con elementos del Algebra Lineal no serd tratado aqui;
una referencia breve es [BDJ].

Los resultados iniciales de nuestra biisqueda suelen ser muchas paginas de direcciones relacionadas con el tema,
pero pocas veces miramos mas alla de las primeras. Por ello es muy 1til un procedimiento que ordene los resultados
de acuerdo a la “relevancia”’que tienen las paginas.

Es alli donde interviene uno de los principales elementos introducidos por el Google en 1998, el PageRank [BP]:
“Para medir la importancia relativa de las paginas web nosotros proponemos PageRank, un método para calcular
un ordenamiento (ranking en inglés) para toda pagina basado en el grafico de la Red.”



Expresandolo de manera un tanto simplificado, lo que buscamos es que la importancia de cada pdgina sea
proporcional a la suma de las importancias de todos los sitios que enlazan con ella. Matematicamente, si llamamos
K a la constante de proporcionalidad, y en cada igualdad el lado derecho es la suma de la importancia de todos
los sitios que enlazan a la pagina del lado izquierda, tendremos un sistema de ecuaciones del tipo

K(z144+x97+T1002)
K (x11104+%20006)

1
x2

Sea A la matriz cuya entrada a;; es 1 si el sitio j tiene un enlace con la pagina ¢ y 0 caso contrario. Esta matriz
nos permite reescribir las ecuaciones anteriores en la forma

n
€T; =K E Qi .
Jj=1

Entonces, el problema de hallar vectores x = (21,22, -+ ,x,) que satisfacen esa igualdad se transforma en halla x
tal que Az = %x, que es un problema de valores y vectores propios de una matriz que toma en cuenta la estructura

de vinculos (links en inglés) de la Red.

El teorema de Perron - Frobenius sobre los valores propios de matrices con entradas reales no negativas es
una pieza clave para mostrar que el método usado por PageRank funciona. En su version original de Perron
(1907) el teorema expresa que el valor propio de mayor valor absoluto de una matriz (con entradas) positiva(s)
es positivo y su espacio propio es generado por un vector propio de coordenadas del mismo signo. Frobenius
(1908, 1912) extendi6 estos resultados a matrices no negativas. Este resultado es central a la hora de implementar
computacionalmente el calculo.

En los anos 50, ya se habia observado el papel de este vector propio asociado al mayor valor propio de una
matriz positiva, para obtener un ordenamiento [Ke|. Su vigencia actual se debe a su aplicacién a Internet y a la
posibilidad de implementar el cdlculo para matrices muy grandes

Este trabajo, por su destino original (articulo dirigido a alumnos de un segundo curso de Algebra Lineal)
contiene detalles conocidos por toda aquella persona con una formacién profesional en el cual el teorema de
Perron-Frobenius sea utilizado frecuentemente. Por lo tanto puede ser leido de varias maneras; quienes estén in-
teresados en la descripcién general del PageRank y sus implicaciones pueden leer las Secciones 1, 2, 4 y 5. Quienes
estén interesados en esos asuntos y en el planteamiento y solucién de los principales problemas matemaéticos deben
leer ademas la Seccién 3 y principalmente el Apéndice.

1. Algo de Historia

La Red ha crecido en una forma vertiginosa. Hagamos un poco de historia para situar el contexto de invencién
del procedimiento (algoritmo) utilizado por Google.

En 1996-98 ya comenzaba a notarse la dificultad de hallar material en internet debido a su rapido crecimiento.
En ese momento “buscadores”también llamados “motores de busqueda”, como Altavista, Lycos, Yahoo, ya tenian
gran relevancia.

En principio [Pe], todo motor de bisqueda estd compuesto de por lo menos tres elementos principales: un
robot de indexacién (también conocido como arana, spider o web crawler), una base de datos y una interface de
consulta de la base de datos. Normalmente los usuarios interactian con la interface de consulta, y es através de
ella que consultan la base de datos. El robot de indexacién es el encargado de “navegar”la Web colectando toda
la informacion que este pueda procesar y almacenandola en la base de datos para su posterior consulta.

Muchos motores desarrollaban tecnologias que permitian restringir la biisque-da. Estas restricciones empleaban
argumentos l6gicos que no eran de manejo sencillo. Yahoo hacia “manualmente” el trabajo de ordenar de acuerdo
a ciertos criterios “objetivos” las bases de datos disponibles. Dichas bases de datos tenian un tamano considerable,
por lo que ya estaba muy popularizado el uso de buscadores, y los que funcionaban bien eran un gran negocio:
Yahoo se vendié en una abultada cifra. Los algoritmos de buisqueda recibian un gran impulso y a pesar de ello no
se simplificaba el hallar lo deseado.

En ese contexto, y en pleno boom de las companias puntocom, fue que comenzé en la Universidad de Stanford
la historia de Google. Sergey Brin y Lawrence Page presentaron un trabajo de posgrado donde se definia la
“importancia” de una pagina web tomando en cuenta los enlaces que recibe. Su buscador hace una lista de
respuestas a nuestra busqueda en un “orden de relevancia”decreciente, esta fue la mejora en su interface de
consulta que popularizé su uso. Hemos puesto el comillado porque se senalan deficiencias y criticas al modo cémo
se hace la cuantificacién ( de “relevancia”). Algunas de éstas serdn comentadas mds adelante.



2. Como ordenar las paginas de la Red.

Estando en una pégina web A determinada tenemos dos nimeros importantes:
o cantidad de vinculos entrantes = cantidad de paginas que tienen
un vinculo hacia la pagina A;
o cantidad de vinculos salientes.
Las paginas web varfan mucho en el nimero de vinculos entrantes que poseen. Generalmente las paginas que
tienen muchos vinculos entrantes son mas importantes que las que sélo tienen unos pocos.
Sin embargo, hay muchos casos en los cuales sélo el contar el niimero de vinculos entrantes no se corresponde con
el sentido usual de la importancia de una pagina web.
Como escribfan Brin y Page [BP]: “Por ejemplo, si una pdgina tiene un vinculo de la pdgina principal de Yahoo,
éste puede ser un solo vinculo pero uno muy importante. Dicha pagina deberia estar mejor clasificada que otras
paginas con muchos vinculos pero de lugares desconocidos”.

Por tanto, una pagina tiene una clasificacién alta si la suma de las clasificaciones de sus vinculos entrantes es
alto. Esto cubre ambos casos: muchos vinculos entrantes o unos pocos con alta clasificacién.

El algoritmo original del PageRank fue descrito en varios trabajos por Brin y Page [BP]. Posteriormente
presentaron una versién mejorada, que es la que expondremos. El propdsito es cuantificar la probabilidad de que
un usuario (aleatorio) llegue a la pagina A utilizando la Red. Se define el PageRank por:

N amy o)

donde:
= N es el namero total de paginas web desde las que salen vinculos.
= 1 es el numero total de paginas web desde las que salen vinculos a la pagina A.
= PR(A) es el PageRank de la pigina A.
= PR(T;) es el PageRank de las pdginas T; que tienen un vinculo hacia la pagina A.
= C(T;) es el nimero de vinculos salientes de la pagina T;.
= d es un factor de amortiguacién que puede ser tomado entre 0 y 1.

Como la suma de esos numeros sobre todas las paginas web, da uno es una distribucién de probabilidad
(indexada por el pardmetro d) . Esta “normalizacién” (suma=1) facilita la utilizacién de resultados generales que
no dependen del tamaifio del sistema (el nimero total de paginas).

Analizando con cuidado dicha férmula se observaran las siguientes caracteristicas del PageRank:

= estd definido para cada pagina y es determinado por los PageRanks de las paginas que tienen un vinculo
dirigido hacia ella;

= los sitios que enlazan a la pagina A no influyen uniformemente; depende del nimero de vinculos salientes
que ellas posean: a mas vinculos salientes de una pagina menos beneficiara el PageRank de las paginas a las
que se una;

= un nuevo vinculo a una pagina siempre aumenta su valor;

= la definicién es recursiva: la clasificacién de una pagina depende de todas las otras que tienen vinculos hacia
ella, por ello la clasificacién de cada pagina depende de todos los sitios de la Red.

En sus explicaciones Brin y Page dan una justificacién sencilla para el algoritmo. El PageRank modela el
comportamiento de un usuario que estando en una pagina puede:
e clegir al azar entre los vinculos contenidos en la pagina actual, o
e saltar al azar a cualquier pagina de la Red ingresando la direccién;
todo ello sin tener en cuenta el contenido de los mismos (esto ha suscitado comentarios y modelos alternativos ver
[DR]). Cuantificando esos comportamientos posibles, se supone que seguird un enlace de la pdgina en que estd con
probabilidad d, o que salta a cualquier pagina con probabilidad 1 — d.

La definicién del PageRank establece un procedimiento para determinar una probabilidad de que un usuario
aleatorio llegue a la pagina web A. El navegador aleatorio visita una pagina web con una cierta probabilidad



proporcional al PageRank de la pagina. La probabilidad de que el usuario elija un vinculo depende de los vinculos
que puede elegir en la pagina en que esta.
El seguimiento de los vinculos estd indexado probabilisticamente por el factor de amortiguamiento d. Parece
razonable suponer que d > 1/2, o sea, estando en una pégina, se tiende a usar més los vinculos que alli estdn, que
hacer una nueva eleccién al azar. En la Seccién 3 profundizaremos en el significado y el uso de d.

La tnica excepcién son las paginas hacia las que no va ningin vinculo, a las cuales en este modelo, por estar
aisladas, s6lo se llega al azar. No caben dudas que a ellas se puede llegar buscandolas explicitamente, pero para
usar este procedimiento -que es el mejor procedimiento de busquedal- no se necesitan ‘buscadores’. El PageRank

- 1—d
de estas paginas es “5~.

Vamos a ver que, por la naturaleza de la definicién, es posible utilizar un algoritmo iterativo que aproxima
los valores de PageRank. O sea, a cada pagina se le asigna un valor inicial y se realizan iteraciones que modifican
sucesivamente estos valores iniciales. Esto es, a partir de distribuciones iniciales prefijadas, se repite un mismo
procedimiento para obtener nuevos valores para cada pagina, y asi sucesivamente. Este es un punto importante a
la hora de implementar el mecanismo, pues en términos computacionales es més sencillo calcular iterativamente
el valor propio que mediante otros procedimientos.

Algunas preguntas surgen naturalmente; ; Por qué este procedimiento funciona? ;jSerd que este procedimiento
lleva a dar a cada pagina un valor tnico, su PageRank? Explicaremos en detalle como se realiza este cdlculo en el
ejemplo de la siguiente Seccién.

Las respuestas afirmativas, en general, incluyen el uso de una versién del teorema de Perron-Frobenius que se
dard en el Apéndice.

3. Un ejemplo

Veamos ahora como es el procedimiento recursivo. Comenzamos con una version simplificada del problema

dada por el siguiente diagrama.
12
3—4]

Supongamos que tenemos 5 paginas web e indicamos con una flecha los vinculos. Por ejemplo, de la pagina 1
salen dos vinculos a las 3 y 5, y entra un vinculo de la pagina 2.

Veamos las férmulas de PageRank de una manera més compacta, intentando utilizar la nomenclatura probabilis-
tica relacionada con la distribucién estacionaria de una cadena de Markov !. Llamamos 7; = PR(i) al PageRank
de la pagina i:

m =5t +d(F),

m =15t +d (),

ol

my =150+ d (G + P,
7T4:%+d(ﬂ'3),
W5:ﬂ+d(%+ﬂ4).

Si definimos la matriz:

111 1 1
1101 1 1

pP=24]l 1 1 1 1 1
111 1 1

111 1 1

0 1/2 0 0 0

0 0 0 0 1/2

+d| 1/2 0 0 0 1/2
0 0 1 0 0

/2 0 0 1 0

Ver el capitulo 5 de [Ha].



T2 o1 5 . . 2
yr=|m |y utilizando que ), ; m; = 1 podemos resumir las 5 ecuaciones en
3 =

5

Modelo de navegacién?

Obtendremos la matriz P recurriendo a las explicaciones dadas en la seccién anterior para justificar la definicién.
Resumamos la estructura de vinculos en lo que llamamos la matriz de conectividad A definida por

g — 1 si hay un vinculo de la pagina j a la i,
* 771 0 sino hay un vinculo de la pigina j a la i.

En el caso del ejemplo

01 0 0 O
0 00 01
A=11 0 0 0 1
0 01 0O
110 1 0

Supongamos que el usuario tiene los siguientes dos modos de navegacién:
1. Elige una pégina al azar.
2. Sigue los vinculo de la pagina en la que esta.

Elegimos un ntmero d, 0 < d < 1; la probabilidad del modo 2. Queremos saber lo siguiente: estando en una
pagina determinada jcudl es la probabilidad de que en el préximo paso esté en otra determinada pagina?

Para esto introducimos otra matriz P, llamada matriz de transicién cuya entrada p;; es la probabilidad de
que estando en la pagina j pase al sitio ¢. Tenemos que:

d 1-d . , .
Pis = vinculos salen de j T otal paginas si hay un vinculo de j a i
* 1—d si no hay vinculo de j a i

“total paginas
Observe que la matriz P se puede obtener a partir de la matriz de conectividad A de la siguiente manera:
» C(T;)= vinculos que salen de la pagina j :Zle aij.
» Dividimos la columna j de A por C(T}).

= Formamos una nueva matriz C' con la columnas del paso anterior.

1.1
Entonces: P = (1;5’1) (: :) +dC.
i1

Proceso de Iteracién
Llamemos vector de probabilidades a

P1
Ps
donde 0 <p; <1y Z?Zl p; = 1. El ntimero p; es la probabilidad de estar en la pagina j.
Si p*) es el vector de probabilidades en el k-ésimo paso de la navegacién, tendremos que
pF D = ppk),
Por ejemplo si comenzamos en la pagina 1:

™ =(1,0,0,0,0)

2En lenguaje probabilistico suele ser mas comtn llamar P a la transpuesta de nuestra matriz y llegar a = = 7 P.
3Si ha estudiado cadenas de Markov es posible que las siguientes explicaciones le resulten elementales y rudimentarias.



después del primer paso p) = Pp(® es el vector

a-a)
5
a-a)
5
1—d
d/2+ 052
a-a)

5
d/2+ 052

De la misma manera, al segundo paso p® = Pp(1) = P2p(©® v podemos continuar para obtener que p*) =
Pph—1) = Pkp0) Observe que todos los vectores p(¥) son de probabilidad.

Lo que nos interesa son las probabilidades a largo plazo; o sea, nos preguntamos si los vectores de probabil-
idad p®) = PFp(® k = 1,2,... convergen a algin vector de equilibrio 7 independientemente del vector de
probabilidades inicial p(®). Si eso sucede, entonces en particular

7= lim P**x = lim PP*r = P(lim P*rn) = Pr.
k—oc0 k—o0 k—o0

Por lo tanto 7 es un vector propio asociado al valor propio 1. Ademaés por la independencia del vector inicial, si
consideramos los vectores e; de la base canénica tenemos que las columnas de P* son

Pkej — T,
lo que implica que P*¥ — P, donde cada columna de P, es el vector 7.

Convergencia en norma uno?. Es importante tener en cuenta que los limites que aparecen en este trabajo se
()
J

j-ésimas de v® y v (vectores de R™), respectivamente, entonces lim; v®) = v significa que

refieren a que la norma uno del vector diferencia tiende a cero. Esto significa que si v;~,v; son las coordenadas

n
t
[[0® — ||, = g |vj( ) —vj| = 0 cuando t — oo.
j=1
Veamos c6mo hacemos el célculo recursivamente en nuestro ejemplo utilizando d = 0,85°

1. Comenzamos con un vector de probabilidad inicial

0) —

= >
2. Calculamos

.03 ,455 ,030 ,030 ,030 0,2
03,03 ,03 ,03 ,455 0,2
pM) = Pp® = 455 03 03 ,03 455 0,2
03,03 ,88 ,03 ,03 0,2
455 ,455 ,03 .88 ,03 0,2

115

115

=1 "2

2

37

Miramos cuan préximos estan:
51 [P = p{||4

[,115 — 0,2] + |,115 — 0,2
+,2-0.2[+ 1,2 — 0,2] + 1,37 — 0,2]
,34.

(k=1)

3. Calculamos p*) = Pp , hasta que estén suficientemente préximos, o sea 0y < .5

4. Si e es muy pequeno, la componente i del vector p*) serd una buena aproximacién al PageRank de la péagina i.

En el ejemplo si tomamos k=11, llegamos a:

;09934354886
,1670064946
;2099465558
,2052188339
,3184845673

p(10) = (

4En lenguaje probabilistico convergencia en variacién total.

=

;1009777602
,1653559411
;2075769493
,2084545724
,3176347772

)

536lo aparecen los resultados de los calculos; fueron calculados computacionalmente
SEl problema de estimar k en funcién de € tiene importancia a la hora de implementar el cilculo; esta estimacién involucra a otro

valor propio de P [HK].



= 611 = ||pMV) — p(9||; = ,00973989994.
Si calculamos directamente” el vector propio, se obtiene un resultado muy cercano al anterior

,1003570039
,1655458921
,2081976187
,2069679755
,3189315099

Observe que la pagina 5 es la que tiene mejor clasificacion.
Si se realiza el calculo con un esquema del tipo que sigue, se verd que nuevamente la pagina 5 serd la mas
relevante.

. Qué sucede si la pagina 5 no enlaza consigo misma? (En ese caso la pagina 5 representa lo que se conoce como
enlace colgado.) Si vuelve al ejemplo anterior verd que aparece una divisién por 0 al definir la matriz P. En ese
caso se calcula el de las paginas 1, 2, 3, 4 y después con esos numeros el de la 5. Esto es un fenémeno presente
muchas veces en el cilculo del PageRank real, por ejemplo debido a enlaces a paginas que no han sido todavia
descargadas por las “arafias” del Google (éstas aparentan no poseer enlaces salientes).

4. Google en serio

Se considera el conjunto W de paginas que se pueden alcanzar a partir de una pagina en Google. Sea N el
nimero de péginas en W, este ntimero varfa con el tiempo, (en mayo 2002 era alrededor de 2700 millones [Mo]).
Consideramos la matriz N x N de conectividad de W. La matriz es enorme pero tiene una gran cantidad de ceros
(en ingles, sparse matriz). Consideramos la matriz P construida de manera andloga a lo hecho en nuestro ejemplo.
Esta matriz tiene todas sus entradas no negativas y la suma de los elementos de cada columna da uno; se dice que
es una matriz de Markov. De acuerdo con lo expresado en la Seccién anterior se trata de encontrar un vector m
tal que m = Pm. Se prueba que si la matriz es de Markov y >, m; = 1, entonces 7 es tnico. El elemento 7; de 7
es el PageRank de la pdgina j (a menos de posibles cambios de escala).

Observemos que la forma recursiva de implementar el algoritmo al realizar el calculo no es algo menor, estamos
hablando de manejar una matriz que tiene un tamano de varios millones. En el Apéndice se mostrard porque
funciona esta implementacién que asigna una calificaciéon no nula Unica a cada pagina.

En teoria sucede que toda pagina posee un PageRank positivo pero en el ordenamiento real se introducen como
penalizacién una calificacién nula llamada PR 0. Desde que se popularizo la utilizacién del Google los responsables
(webmaster) de algunas sitios han intentado aumentar la calificaciéon de sus péginas intentando manipular sus
enlaces. A su vez, los administradores de Google quieren evitar trampas de este tipo, por lo que se intenta detectar
y penalizar tales intentos. Publicamente se desconoce la forma en que se realiza, puesto que, diversos elementos
que hacen funcionar su buscador son secretos comerciales. En la Red, existe material que especula acerca de la
implementacién de esta penalizacién [EF].

5. Consideraciones generales

En este momento, Google no sélo es el buscador mas utilizado, sino que, le vende servicios a portales im-
portantes: Yahoo, AOL, etc. Se estima que, por venta de servicios y licencias de su tecnologia de busqueda tiene
ganancias por 150 millones de délares [Ec]. Un elemento no menor luego de la caida de las puntocom de marzo 2000.

El 27 de junio de 2002, la Comisién Federal de Comercio de los Estados Unidos establecié ciertas reglas;
recomendando que cualquier ordenamiento influido por criterios monetarios més que por criterios “imparciales” y
“objetivos” debia ser claramente indicado para proteger los intereses de los consumidores.

Por ello, cualquier algoritmo como éste, que aparenta ser objetivo, continuard siendo un aspecto importante
para las busquedas en la Red.

"Utilizando la funcién vector propio del programa de célculo.



Google es también el inico motor de busqueda que recorre la Red frecuentemente para mantener actualizada
su base de datos (por lo menos asf lo ha hecho en los tltimos dos anos). Lleva, aproximadamente, una semana
cubrir la Red y otra para calcular el PageRank. El ciclo de puesta al dia de Google es de aproximadamente 30 dias.
Se ha advertido, que el PageRank vigente influye el recorrido mensual realizado por Google, hace que paginas con
PageRank mas alto sean recorridas més rapidamente y en mayor profundidad que otras con menor clasificacion.

Este ultimo punto, hace que se vea como discriminatoria la naturaleza del PageRank [La], [Bral]. Se llega a
afirmar que, los nuevos sitios lanzados en el 2002 tienen mayor dificultad en conseguir trafico que antes que Google
tomara una posicién dominante y que la estructura de enlaces de la Red han cambiado significativamente a partir
del predominio del Google.

Debido a la naturaleza del orden que establece el PageRank, una bisqueda no lleva hacia la referencia “princi-
pal”’sobre el tema sino hacia la acepcién méas ampliamente citada. Ya hemos observado que existen quienes intentan
mejorar su calificacién, y que, Google trata de controlar tales comportamientos. Se han realizado experiencias exi-
tosas que muestran las posibilidades de utilizar “artificialmente” esta caracteristica para subir el PageRank de una
pagina. En los términos utilizados en [La]:

“En realidad, el poder de influencia de los diferentes actores depende sobre todo de su grado de
apropiacion de la Red: no alcanza con desarrollar un sitio, también hay que ser capaz de establecer
vinculos con los otros sitios y obtener el reconocimiento de ‘los que cuentan’ en internet.”

El articulo enfatiza aun:

“Es sin duda en los temas politicos -sobre los cuales cohabitan en internet puntos de vista radicalmente
diferentes- donde Google pone de manifiesto sus limites: sus criterios matematicos pueden privilegiar
de facto ciertas opiniones y brindar una pertinencia indebida a textos que sélo representan la opinién
de unos pocos. La base y la sobrerepresentacién de que se benefician los ‘adelantados’ de internet, la
densidad de lazos que mantienen (sobre todo a través del fenémeno esencialmente estadounidense de
los weblogs), designan -matematicamente- a los actuales ‘guris’ de Google. Por cierto que el sistema
paso brillantemente las pruebas en cuestiones técnicas y préacticas. Pero existen terrenos en los que la
pertinencia escapa a los algoritmos.”

Google, empresa, estd préxima a lanzar au cotizacidén en bolsa. Su precio se estima en varios miles de millones de
ddlares [Ec]. Se dice que Microsoft también estaria por lanzar su propia tecnologia de busqueda.

Apéndice: Porqué funciona el algoritmo.

Importancia de las matrices no negativas.

En este Apéndice daremos una demostracion algebraica de una versiéon probabilistica del Teorema de Perron-
Frobenius.

Distintas versiones de este teorema fueron probadas en contextos totalmente abstractos, pero la importancia
de la teoria de matrices no negativas se ha extendido a campos muy amplios: las teorias de probabilidad y de
sistemas dindmicos, el analisis numérico, la demografia, la economia matematica y la programacién dindmica. Ver,
por ejemplo [MC].

Esto se debe a que diversas variables que se miden en el mundo real, interactian a través de relaciones positivas
o nulas. A su vez, una cantidad de modelos que formalizan esas interacciones son procesos iterativos lineales en
que se comienza con un estado v y se evoluciona por la aplicaciéon reiterada de una matriz A, de modo que luego
de n pasos se tiene el estado v(™ = A™v. Muchas veces es fundamental saber cudndo este proceso converge a un
estado tnico, cualquiera sea el estado de comienzo v. La teorfa de matrices positivas responde a ésta (y muchas
otras) cuestién(es).

El enfoque que haremos aqui tiene por prerequisitos algiin manejo algebraico y cursos elementales de dlgebra
lineal. Este enfoque sencillo y directo puede hacer perder parte del “sabor probabilistico” que en profundidad tienen
muchos de los contenidos. Pedimos disculpas por esta opcién que no es involuntaria.

Se pueden encontrar otras pruebas y desarrollo de estos temas en [MC]; [Ha] Ch. 5; [Re] Ch. 2. Un tratado
muy completo sobre matrices no negativas, que comienza con los resultados que nos interesan, es [Se].

Convergencia

Sea B € M, x»(C) una matriz con valor propio A\; = 1 de multiplicidad algebraica 1, y los demds valores
propios satisfaciendo 1 > |[Ay| > ... > |A,|. Los A;,i > 2 se pueden repetir. El uno es lo que se llama un valor
propio dominante.



. . . . n
Si existe una base de vectores propios v;, i = 1,...,n, entonces v =Y ;" | a;v; y

Bk(v) = q1v; + Zai)\fvi,

=2

donde sabemos que limy A¥ = 0 para i =2,... n.

Si no hay una base de vectores propios, o sea si la multiplicidad algebraica de alguno de los A;,¢ > 2; es
diferente de la multiplicidad geométrica, entonces habran elementos w1, ws de una base (de Jordan) que satisfacen
Bwi = \wi + wa, Bwy = A\;ws. Un breve calculo permite deducir que Bfw, = )\fwl + k)\fflwg. Este sencillo
calculo es generalizable a todas las situaciones que se pueden presentar al tomar una base de Jordan.

En la matriz de Jordan se tienen los llamados bloques de Jordan que son de la forma Al + N donde A es un
valor propio (real o complejo) I es una matriz identidad, digamos que s por s, y N una matriz “nilpotente”todas
cuyas entradas son cero, excepto la linea subdiagonal (a;;—1) que estd formada por unos que verifica N* = 0.
Entonces (Al + N)* =7  A*"'CEN?, donde CFson las combinaciones de k elementos tomados de a 1.

Por tanto B*v serd combinacién lineal de vectores de la base, cuyos coeficientes —con excepcién del correspon-
diente al vector propio asociado al valor propio 1- tienden a cero cuando® k — oo por tener cada valor propio
—distinto del primero— moédulo menor que uno.

Asi, sea la matriz B diagonalizable o no, si el uno tiene multiplicidad algebraica uno y las demaés raices del
polinomio caracteristico tienen médulo menor que uno podemos garantizar que

h/lgn Bk’U = V1.

La igualdad anterior es la que nos permite realizar el cdlculo iterativo cuando a; # 0 porque la aplicacién sucesiva
de la matriz B a cualquier vector con a; # 0 converge a miiltiplos de un mismo vector (un vector propio de valor
propio 1). El teorema de Perron-Frobenius nos permitird también elegir vectores con los que comenzar el proceso,
con ay # 0, para los que la convergencia no serd al vector nulo.

Matrices de Markov. Resultados principales.

Decimos que una matriz B es positiva si todos sus elementos son niimeros positivos. Lo notamos B > 0. Si
X € Mux1 (R)(o Mixn(R)) es positivo decimos que X es un vector positivo. Dadas dos matrices A, B del
mismo tamano decimos que A > B si A — B es una matriz positiva. Tenemos definiciones anédlogas para A > 0
(no negativo) si sustituimos positivos por elementos mayores o iguales a cero. Diremos que p € R™ es un vector
de probabilidad si es no negativo y la suma de sus componentes es uno.

Definicién 1 (Matrices de Markov). Dada una matriz positiva M € My xn(R) decimos que es de Markov si
la suma de los elementos de cada columna es uno (> . ym;; =1, Vj=1,...n.)

Se probara que las matrices de Markov satisfacen las propiedades de la matriz B anterior: tienen un valor propio
uno con multiplicidad algebraica uno y todos los demés valores propios con médulo menor que uno. También se
probara que si el vector v es de probabilidad el valor o antes referido es distinto de cero. Gran parte de estas
demostraciones se hardn usando la matriz traspuesta M7T de la matriz de Markov, que satisface que los elementos
de sus filas suman uno, y tiene los mismos valores propios que M (por tener el mismo polinomio caracteristico).

En el transcurso de la demostracion de los puntos principales se demostraran otros resultados interesantes.
Resumimos todos los resultados en el siguiente

Teorema. Si M es una matriz de Markov, entonces todos sus valores propios tienen mddulo menor o igual que
uno y solo uno de ellos, el uno, tiene modulo uno. La multiplicidad algebraica del uno es uno y es el unico que un
vector propio no nulo es positivo.

Para cualquier vector de probabilidad p, M¥*p converge en la norma 1 ° al inico vector de probabilidad que es
vector propio del valor propio uno.

Como ya se vié estas condiciones aseguran la convergencia de M*v (para cualquier v) a un miltiplo del vector
propio vy del valor propio uno. Comencemos probando que si M es de Markov y p es de probabilidad también lo
es M*p. Alcanza con probar que Mp es de probabilidad. En efecto , la suma de las componentes de Mp es

n n n n n
szijpj = ijzmij = ijl =1.
j=1 =1 j=1

i=1j=1

8Recuerde que limy, /\fks =0.
9Ver definicién en Seccién 3.



La segunda de las igualdades es consecuencia de que M es de Markov (ver definicién). Entonces las iteraciones de
un vector de probabilidad convergeran a un vector de probabilidad, que sera el tinico vector probabilidad que es
vector propio del valor propio uno. Por tanto el vector limite no es nulo y se muestra, de pasada, que al escribir
un vector de probabilidad v como combinacién lineal de los vectores de la base de Jordan, resultard oy # 0.

Convergencia de M7.

Probaremos ahora que para cualquier w € R", (M7T)*w converge cuando k — oco. Esta prueba sera indepen-
diente de la estructura de valores y vectores propios de M7T; sélo utilizard el hecho de que M es de Markov.
Necesitaremos el siguiente resultado que presentamos en forma de ejercicio con sugerencia.

Ejercicio: Sean ¢ = (c1,...,¢,) € R*, 0< v <1/2 talesque: 0 <~y <¢;, ¢ +...+¢, =1, entonces
el promedio ponderado de los nimeros wy, ... w, se define como W = cywy + ... + cLwy,. Sean Wpyin ¥ Wmaz 10S
valores minimo y mdximo de los w’s. Entonces el promedio w satisface:

YWmax + (1 - ’y)wmzn S w é (]- - ’V)wmax + YWmin, Y Wmin S w S Wmaz-

Se sugiere, para probar las primeras desigualdades, hacerlo por induccién completa en n, suponiendo, por ejemplo,
que al pasar de n a n + 1, se agrega el w,qq-

Para aplicar este resultado a nuestro problema, consideramos v = min{m;;} (si n > 2, resulta v < 1/2).
Como las filas de M7 suman 1, los elementos de z = M7 w son promedios ponderados de los elementos de w. El
resultado del ejercicio nos da estimativas para las componentes maxima y minima de z,

Zmaz S (]- - "Y)wmaz + YWmin,
YWmax + (]- - ’y)wmzn S Zmin-

Esas desigualdades implican que
Wmin S Zmin S Zmax S Wmaz Zmax — Fmin S (1 - 27) (wmaw - wmln)y

como 0 < (1 —27v) < 1 la diferencia entre el valor maximo y minimo de la iteracién resulta una contraccién. Por
tanto los vectores resultantes de la aplicacién sucesiva de M7T convergen en la norma 1 a un vector no nulo con
todas sus componentes iguales y distintas de cero si wy,q; > 0. Si se comienza el proceso tomando como vector w,
cualquier vector con todas sus componentes iguales se observa que este vector z; es un vector propio asociado al
valor propio uno.

Este es el tinico vector propio asociado al valor propio uno porque si hubiera otro zo # z1, resultaria (M7)™zy =
zo, y convergeria a z1. Absurdo.

Valores propios

Veremos ahora que el uno tiene multiplicidad algebraica uno. Si su multiplicidad fuera k > 1, tal como ya fuera
observado al principio de este Apéndice, resultard que la matriz de Jordan tendrd un bloque I + N con N* = 0.
Por tanto (I + N)™v = Zf:o C™N* que no puede converger a un vector de coordenadas acotadas puesto que las
combinaciones C7"*,0 < ¢ < k van para infinito con m.

Las mismas expresiones que figuran al principio de este Apéndice, al introducir la matriz de Jordan, muestran
que no pueden haber valores propios con médulo mayor que uno, pues A™~* — oo cuando m — o0.

Por ultimo, debemos probar que no hay valores propios complejos de médulo 1. Si existiera uno\ = a+bi, b # 0

. , . b
con argumento ¢ # 0, |A| = 1, la matriz de Jordan real tendrd una submatriz de la forma J = ( _Z 0 ) Entonces
Jm — ‘)\"m cosme SiIl my
—sinmep cosmep
correspondan a esa submatriz estardn dependiendo del valor de myp (si ¢ # 0, los senos y cosenos correspondientes
convergen a por lo menos dos valores distintos al crecer m. Obsérvese que si ¢ es irracional, los senos y cosenos

convergen a todos los valores entre -1 y 1).

). Por tanto M™wv tendra dos componentes que no convergeran, porque las que

Los resultados necesarios para asegurar la convergencia de M ™v cuando v es un vector de probabilidad ya han
sido probados. Ahora daremos otras pruebas de los mismos resultados, y completaremos el resultado faltante.

10



Otra demostracion

El teorema de Gershgorin nos permite, sin calcular explicitamente los valores propios, tener una idea de su
valor: Los walores propios de una matriz {a;;} se encuentran en los circulos del plano complejo de centro a; y
radio Z#j ai;. Como nuestra matriz es de Markov los centros son m;; < 1y los radios 1 — my;, por lo que los
circulos que contienen los valores propios estan todos dentro del circulo de centro en el origen y radio 1. Todos
esos circulos contienen el punto (1,0) de lo que se deduce que el tnico valor propio de médulo 1 es el 1.

Observacién: Podemos tener matrices con valor propio 1 pero que M* no converja o que el limite M*p de-
penda de p. Ejemplos de esto son (en dimensién 2) (9 }) o la matriz identidad.

Sea M una matriz de Markov. Consideramos
r=sup{\ > 0: Mz > Az para algiin 0 # x > 0}.

Como el uno es valor propio de M existe un vector propio z = (21, ..., 2,). Si llamamos M () a la columna j de
M]la igualdad Mz = z la podemos escribir
n
Z 2 M W) = 2.
j=1

Si tomamos valor absoluto a ambos lados de la igualdad, utilizamos la desigualdad triangular y llamamos |z| al
vector (|z1],...,|2n|) obtenemos:

De donde concluimos que r > 1.
Mostraremos que r = 1. Para ello alcanza con probar que r es valor propio de M pues los valores propios de
M tienen moédulos menores o iguales a uno. a

Afirmacion: r es valor propio de M.
Sea 0 # £ > 0 tal que M€ > r€. Si ME # r€ tenemos que el vector 0 # y = ME — r€ > 0 como M es positiva se
cumple que My > 0 y por lo tanto existe € > 0 tal que My > eM¢ o sea

M(ME —r€) > eME = M(ME) > (r +¢e)M¢.
Considerando el vector M¢ la desigualdad anterior contradice la definicién del r. Entonces M¢ = r& como
querfamos mostrar. Obsérvese que como M > 0 llegamos a que el vector £ = (£1,...,&,) es positivo.

Afirmacion: El uno es el tinico valor propio asociado con un vector propio z con todas sus componentes > 0.
Este enunciado sélo tiene sentido para valores propios reales porque los valores propios no reales (complejos) deben
tener vectores propios con algunas o todas sus coordenadas complejas. Sea z = (z1,...,2,) un tal vector propio
de M, con valor propio A. Algin z; deber ser mayor que cero (jPorqué?). Sea

a:min{?, con z; 7&0}

De la definicién de o vemos que existe algin p, 1 < p < n con z, = a&, > 0. Como Az = Mz > aM{ = of si
miramos la componente p-ésima Az, > af, =z, = A > 1.
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