
Billares. Modelos on din�amias a�otiasRoberto MarkarianResumenSe exponen en forma senilla las relaiones del modelo de los gases de Boltzmann y su Hip�otesisErg�odia on la moderna Teor��a Erg�odia. Se da una desripi�on de la formulai�on matem�atia dela Teor��a de Billares y sus onseuenias en el modelo de las bolas duras.1 Introdui�onEn los ursos elementales de f��sia nos han ense~nado que un gas en un reipiente errado puede onebirseomo muh��simas bolas peque~nas (mol�eulas) que se mueven y hoan entre s��. Si no hay interambiode energ��a on el exterior esta situai�on puede modelarse omo un sistema onservativo (hamiltoniano).Contrariamente a lo que uno esperar��a de esa desripi�on tan elemental, el diagrama de fase, que inluyelas posiiones y veloidades de todas las bolas, dista muho de ser simple. Tanto el an�alisis te�orio omolas simulaiones omputaionales ada vez m�as a�nadas, detetan que los sistemas hamiltonianos t��piosmani�estan una extraordinaria riqueza din�amia donde oexisten hipersuper�ies (toros) invariantes(omportamientos integrables a los que se re�ere la llamada teor��a KAM) y una o varias regiones a�otias(no integrables).Ante esta omplejidad el f��sio y el matem�atio deben ser modestos y ontentarse on el estudiode modelos simples en que s�olo uno de los omportamientos suede: o bien el espaio de fase est�aompletamente laminado por toros invariantes o bien todo el espaio es \f�ailmente"divisible en unaantidad �nita de onjuntos invariantes de medida no nula (omponentes erg�odias).El modelo m�as simple de sistema hamiltoniano en que diversas manifestaiones de la no integrabilidadson demostrables lo onstituye el sistema de las bolas duras (hard ball systems): una olei�on debolas de billar sin rotai�on que interat�uan el�astiamente entre s��. Este sistema y algunos relaionadoson �el, onstituyen modelos aut�entiamente f��sios en que varias leyes de la me�ania estad��stia puedenser probadas rigurosamente.Como se ver�a en la Sei�on 7 de este trabajo el sistema de las bolas duras es isomorfo a un sistemade billar on una sola part��ula evoluionando en un espaio de dimensi�on muy grande. Ella se muevelibremente (movimiento uniforme, inerial) on hoques el�astios (�angulo de entrada igual al de salida)ontra obst�aulos �jos. La Hip�otesis Erg�odia { formulada hae m�as de ien a~nos por el f��sio alem�anLudwig Boltzmann { se relaiona diretamente on estos modelos me�anios para expliar las propiedadesde los gases.En la Sei�on 2 se dan algunas razones por las uales es interesante el estudio de la din�amia de losbillares. En la sei�on 3 ser�an analizados on m�as detalle los billares planos y se dar�an ejemplos sobre susomportamientos. En las Seiones 4 a 7 se sigue la evolui�on ronol�ogia que va de la formulai�on f��siaa la formulai�on matem�atia de la Hip�otesis de Boltzmann y se intenta mostrar omo la formulai�onmatem�atia de la Hip�otesis se relaiona on el desarrollo de las �areas de la matem�atia onoidas enla atualidad por los nombres Teor��a Erg�odia, Transformaiones Cont��nuas on Singularidades y, enpartiular, Teor��a de Billares. En la Sei�on 4 se da la formulai�on f��sia de la Hip�otesis y en la 5 sepresentan los elementos de su formulai�on matem�atia. En la Sei�on 7 se desriben el modelo de losgases a trav�es de los billares y otros modelos f��sios relaionados on �el . La di�ultad en la presentai�onaumenta a partir de la Sei�on 7. En la �ultima Sei�on resumimos y omentamos los prinipales resultadosexatos reientes vinulados a la formulai�on matem�atia de la Hip�otesis de Boltzmann.2 La Belleza de los BillaresComenzamos dando la de�nii�on de billares planos para as�� tener un objeto matem�atio al ual referirnos.1



Todo fen�omeno que evoluiona en el tiempo puede ser onsiderado omo un sistema din�amio.Diremos que un tal sistema es determin��stio si las reglas de evolui�on para el futuro (y/o para elpasado) son onoidas on preisi�on o sea, si onoido el estado del sistema en un momento iniial, seonoe el estado en ualquier tiempo futuro (y/o pasado). Un billar plano es el sistema din�amio quedesribe el movimiento de una part��ula puntual en un onjunto ompato onexo Q � IR2 (o en el toroTj 2), uya frontera es la uni�on de un n�umero �nito de urvas regulares, por ejemplo C3. Dentro de Qel movimiento es uniforme (veloidad onstante) y la reexi�on en la frontera �Q es el�astia (�angulo desalida igual al de entrada).

Figura 1: Billar en el toro.En la Figura 1 est�a representado el movimiento de una part��ula en Tj 2 on un obst�aulo irular:uando la part��ula llega al borde del uadrado, podemos haerla rebotar on hoque el�astio (omo sifuese un billar uadrado on obst�aulo irular) o, omo est�a heho en la �gura, la haemos reapareeren el lado opuesto. Esta �ultima representai�on orresponde al movimiento en el toro donde el �unioobst�aulo es el ��rulo.

Figura 2: Espaio de on�gurai�on del billar. Si x0 = (q0; v0), entones t(x0) = distania (q0; q1):2



Como el movimiento es uniforme dentro de Q, el sistema del billar queda determinado por sussuesivos hoques on �Q y, en lugar del ujo a tiempo ont��nuo, podemos onsiderar la transformai�onque a ada punto de la frontera y a ada vetor de salida les hae orresponder los del pr�oximo hoque(si estuviera bien de�nido). As��, a ada punto (q0; v0) 2 �Q � S1 orresponde un punto (q1; v1) en elmismo espaio produto (aqu��, S1 es media irunferenia [��=2; �=2℄ de radio uno). Ver Figura 2.Los aros de frontera son llamados dispersores si son onvexos vistos desde dentro de la mesade billar (omo la irunferenia de la �gura 1), son llamados foalizadores si son �onavos vistosdesde dentro de la mesa (omo una irunferenia vista desde dentro) y son llamados neutros si sonsegmentos de reta. Los llamamos dispersores y foalizadores porque un haz de trayetorias paralelas es\dispersado" o \foalizado", respetivamente, al hoar on ada uno de ellos. Por favor tome un l�apizy papel y haga un dibujo on haes paralelos inidiendo sobre aros de ada uno de esos tipos.En general los billares son sistemas din�amios que orresponden al movimiento uniforme de un puntomaterial sobre una variedad riemanniana, on hoque el�astio en la frontera. Por tanto son ujosgeod�esios en variedades on bordes. Las arater��stias espe���as de los billares apareen uando elpapel de la frontera (urvatura, posii�on relativa, et.) es muho m�as importante que el de la variedadsubyaente.En los �ultimos treinta a~nos la Teor��a de Billares se ha desarrollado prinipalmente debido a lassiguientes razones:1. Algunas lases de billares presentan un fuerte omportamiento a�otio y pueden ser onsideradosentre los mejores ejemplos de aos determin��stio;2. Muhos ejemplos interesantes de sistemas din�amios de origen f��sio (espeialmente aquellos en quela interai�on entre part��ulas envuelve hoques el�astios) pueden ser reduidos a billares. Algunos deestos ejemplos ser�an estudiados a partir de la Sei�on 4;3. Importantes problemas en la teor��a de aos u�antio involuran un an�alisis profundo de los billaresl�asios;4. El estudio de los billares sugiere muhos problemas bonitos e interesantes en geometr��a y probabilidad.A ontinuai�on nos referiremos a algunos de estos problemas. Presentaremos los resultados parabillares planos, aunque son v�alidos, on las debidas adaptaiones, para billares en ualquier dimensi�on.Consideremos dos aros de urvas dispersoras que se ruzan en un punto V , formando un v�ertiede la mesa de billar. Existen trayetorias que van diretamente al v�ertie. Cualquier trayetoria queentra en el \�angulo" del v�ertie V , y no va direto haia �el, omenzar�a a salir en alg�un momento: eln�umero de hoques era del v�ertie es �nito. M�as a�un, si las urvas dispersoras no son tangentes, eln�umero de hoques era del v�ertie tiene una ota superior �nita. O sea, dado un n�umero peque~no ",existe un n�umero C (que depende del �angulo entre ambas urvas, de sus urvaturas y de ") tal que todatrayetoria que pasa a una distania menor que " del v�ertie, aabar�a saliendo despu�es de a lo m�aximoC hoques. En la Sei�on 7 daremos una f�ormula expl��ita para un aso partiular de esta situai�on.Si las urvas son tangentes, en general existen trayetorias que se mantienen pr�oximas al v�ertie por laantidad de hoques que se desee. En este aso el n�umero de hoques es �nito pero no hay una otasuperior C.Es tambi�en interesante alular, para ualquier billar, la distania media de las longitudes t de lossegmentos de trayetoria entre dos hoques. O sea, tomamos todos los posibles puntos de partida y,on alg�un riterio estad��stio razonable, efetuamos la media de las longitudes hasta el pr�oximo hoque.El resultado de esta trayetoria libre media (mean free pass), que ser�a de�nida rigurosamente m�asadelante, es �m = � �area de la mesa de billarlongitud del borde del billar :
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3 Billares planosFijemos un origen en la frontera a partir del ual mediremos su longitud de aro; sean �Qi las ompo-nentes regulares de la frontera (que se ortan en los \v�erties", formando los \�angulos" del billar) yn(q) el versor normal interior a �Qi en q 2 �Qi. Entones, el espaio de fase donde est�a de�nido elsistema din�amio puede ser parametrizado por la longitud de aro s y por el �angulo � entre el versor v desalida y n(q). Para simpli�ar la omprensi�on, supongamos iniialmente que la mesa no tiene obst�aulosen su interior y que la longitud total de �Q sea L. Entones el espaio de fase estar�a ontenido en unilindro R que se obtiene identi�ando de manera natural las posiiones s = 0 on s = L. Es en esteespaio que representaremos el movimiento de una part��ula material hoando ontra los bordes de lamesa de billar. Es laro que lo que se representa son los hoques y que los trozos de trayetorias(segmentos entre un hoque y otro) s�olo ser�an visibles en el espaio de on�guraiones, esto es, enla propia mesa del billar.Sea S la transformai�on del billar tal que S(s0; �0) = (s1; �1), donde s0 y s1 son las oordenadasde los puntos q0 y q1 de salida y llegada (respetivamente) en la frontera y �0, �1 son los �angulos desalida de las trayetorias en q0 y q1 respetivamente. La funi�on S (o su inversa) no est�a bien de�nida siq1 o q0 est�a en un v�ertie de la frontera y es disont��nua en los puntos en que la trayetoria es tangenteal borde. Obs�ervese que la derivada de S no est�a aotada en estos puntos de tangenia.En efeto, si ~x1 = (~q1; ~v1) = T (~x0) est�a de�nida para ~x0 = (~q0; ~v0) entones para todo x0 = (q0; v0)en un peque~no entorno de ~x0 la matriz derivada en las oordenadas (s; �) est�a dada por (ver [9℄, [2℄):DT (x0) = � t0K0+os �0os �1 t0os �1K1 t0K0+os �0os �1 +K0 K1t0os �1 + 1 ! ; (1)donde Ki = K(xi); i 2 IN son las urvaturas de �Q en qi y t0 es la distania entre q0 y q1, o sea lalongitud del trozo de trayetoria entre x0 y x1. En esa f�ormula la urvatura de los aros dispersores espositiva y la de los aros foalizadores negativa. Obs�ervese que los oe�ientes de esta matriz tienden ain�nito uando la imagen de (q0; v0) por S tiende a ser tangente a �Q (o sea, uando �1 se aproxima a��=2).Los segmentos vertiales determinados por los v�erties de la frontera, los puntos de tangenia ylas im�agenes y preim�agenes por S de todos estos segmentos se denominan singularidades de S y lasrepresentamos por D.Con esas restriiones la transformai�on S es difereniable, on inversa difereniable (difeomor�smoC2) en el onjunto M que se obtiene retirando D de R.Adem�as, esa transformai�on preserva la medida d� =  os �dsd� ( = 1=(2L) es una onstantede normalizai�on). Esto signi�a que si �(A) = RA  os �dsd�, entones �(A) = �(S�1A) para todoonjunto boreliano A: la �-medida de los onjuntos borelianos del espaio de fase no var��a uando los\movemos" por S. Es on respeto a esta medida est�andar que haemos todas las medias y estudiosprobabil��stios de los billares. En partiular, la trayetoria libre media, uya de�nii�on fue dada al �nalde la Sei�on anterior, es alulada de la siguiente manera: �m = RM t(x)d�(x) donde t(x) es la longitudde la trayetoria entre los puntos x = (s; �) y Sx (esto es, entre un hoque y el siguiente).Todas esas arater��stias de la transformai�on de billar en regiones aotadas, onexas, uyos bordesest�an formados por un n�umero �nito de urvas C3 en el plano, son v�alidas tambi�en { on las debidasadaptaiones { para los billares en IRd o en Tj d, el toro de dimensi�on d para ualquier d � 2.Veamos algunos ejemplos de billares planos.C��rulos. Consideremos en primer lugar la mesa de billar uyo borde es una irunferenia. Se sabeque para una part��ula que sale on �angulo �0, todos los hoques ourrir�an on ese mismo �angulo y portanto la representai�on de los puntos de esa trayetoria en el espaio de fase estar�a ontenida en unareta horizontal. Los segmentos de trayetoria entre un hoque y otro tendr�an todos la misma longitud,y ser�an tangentes a una misma irunferenia. El letor interesado puede proponerse omo ejeriio4



desubrir u�ales trayetorias son peri�odias y u�ando una trayetoria ubre densamente un segmento dereta horizontal.Veamos estos y otros problemas on un enfoque m�as formal. Sea Q el diso de radio uno. Lasuper�ie M = �Q� [��=2; �=2℄ (on oordenadas s; �) es un ilindro uya base es una irunfereniade longitud 2� y altura �.Para ver �omo at�ua la transformai�on S : M ! M , sea x = (s; �) 2 M . La siguiente reexi�onourrir�a en el punto Sx = (s+��2�; �), y la n-�esima reexi�on Snx = (s+n(��2�); �): En esta f�ormulase supone que s es una oordenada ��lia s, i.e. s + n(� � 2�) se toma m�odulo 2�. Dos onlusionessurgen de inmediato.(i) El �angulo de reexi�on � es mantenido por S, i.e. toda urva � = onstante en M es invariante porS. Cada una de esas urvas es un ��rulo paralelo a la base del ilindro M .(ii) La transformai�on S restringida a ualquier urva � = onstante la hae rotar por un �anguloonstante, � � 2�. Por tanto, S at�ua omo una rotai�on en el ��rulo sobre ada urva invariante.Tambi�en observamos que la distania entre dos hoques t(x) = 2 os � es onstante sobre ada ��rulo� = onstante . Todos los trozos entre dos hoques de una trayetoria que omienza on �angulo dado �son tangentes a un ��rulo de radio R = sen � on�entrio on la mesa de billar. Ver Figura 3.Si el �angulo de rotai�on � � 2� es un m�ultiplo raional de �, i.e. si ��2�2� = mn on m;n 2 ZZ,entones la transformai�on S sobre el ��rulo � = onstante es peri�odia on per��odo n. M�as a�un, adapunto sobre este ��rulo es peri�odio on el mismo per��odo.Si el �angulo de rotai�on �� 2� es irraional, i.e. si �=� es un n�umero irraional, entones la rotai�onen el ��rulo es erg�odia y ada trayetoria es densa y uniformemente distribuida en el ��rulo. En eseaso los trozos de ualquier trayetoria en el espaio de on�guraiones llenan densamente el anillo dela mesa de billar on radio interior R = sen � (ver Figura 3).

Figura 3: Trayetoria en el billar irular.Se ve laramente en la Figura 3 que los trozos de trayetoria se ven m�as densos era del ��rulointerior. Si nuestra trayetoria de billar fueran pasajes de un rayo laser y el borde de la mesa de billar Qfuera un espejo perfeto, habr��a \muho alor" all��, era del ��rulo interior. Por esta raz�on el ��rulointerior es llamado una �austia (lo ual signi�a \que se quema"). En general, una �austia para unbillar es una urva tal que si un trozo de trayetoria es tangente a ella, entones todo otro trozo de lamisma trayetoria es tangente a la �austia.Dado que la super�ie M est�a laminada por urvas invariantes � =onst, la transformai�on S tiene5



onjuntos invariantes de medida no total (se die que no es erg�odia) porque ualquier onjunto que esuni�on de urvas S-invariantes es S-invariante. Otra manera de ver la no ergodiidad es enontrar unafuni�on invariante no onstante. En este aso, la funi�on F : M ! IR de�nida por F (r; �) = � es unafuni�on suave no onstante invariante por S, i.e. satisfae F (Sx) = F (x) para todo x 2M .De�nii�on. Si un sistema din�amio suave S : M ! M sobre una variedad M admite una funi�onsuave no onstante invariante por S, entones F es llamada una integral primera y se die que S esintegrable.Si S : M ! M es integrable, entones toda urva de nivel S = fF (x) = g es S-invariante, i.e.M puede ser foliada (laminada) por hipersuper�ies invariantes. Si dimM = d y S : M ! M admited � 1 integrales primera independientes F1; : : : ; Fd�1, entones M puede ser foliada por subvariedadesde dimensi�on uno S-invariantes fF1(x) = 1; : : : ; Fd�1(x) = d�1g, donde 1; : : : ; d�1 2 IR.De�nii�on. SiM puede ser foliada por subvariedades de dimensi�on uno (urvas) S-invariantes, entonesse die que S es ompletamente integrable.El billar en el ��rulo es ompletamente integrable. Su derivada y la de su potenia n-�esima paratodo n 2 ZZ, son DS(x) = � 1 �20 1 � DSn(x) = � 1 �2n0 1 � (2)Esto sale de (1), on �1 = �, � = 2 os � y K = �1. En ning�un sentido se puede deir que el billar enel ��rulo es a�otio. En partiular (ver Sei�on 8) las f�ormulas anteriores permiten probar que ambosexponentes de Liapunov son ero en ualquier punto x 2M y, omo onseuenia, que la entrop��a de Ses nula.Obs�ervese, sin embargo, que vetores tangentes t��pios reen bajo la ai�on de DSn uando n!1,pero s�olo linealmente en n (y no exponenialmente). Estas transformaiones, donde la separai�on detrayetorias eranas son t��piamente lineales, se die que exhiben omportamiento parab�olio, omoontrapuesto al hiperb�olio que ser�a expuesto en la Sei�on 6.
Figura 4: C�austias el��ptias e hiperb�oliasElipses. Si la mesa de billar tiene omo borde una elipse de semieje vertial on longitud uno y semiejehorizontal on longitud a > 1, la situai�on se omplia un poo y habr�a esenialmente dos tipos detrayetorias.Si un trozo de trayetoria orta al eje menor entre un foo y el v�ertie m�as pr�oximo, esta propiedadontinuar�a veri��andose para los otros trozos de trayetorias que ortan ese eje. Adem�as, todos los trozosde trayetoria ser�an tangentes a una elipse interior on los mismos foos que la frontera. De auerdo onla de�nii�on dada anteriormente esta elipse onfoal es una �austia del billar. Ver Figura 4. Obs�erveseque si a = 1 la elipse es una irunferenia y ada una de esas �austias tambi�en.6



Si un trozo de trayetoria orta al eje menor entre los dos foos, todos los otros trozos tambi�en lohar�an, y las retas que ontienen esos trozos son tangentes (en puntos dentro o fuera de la mesa el��ptia)a una �austia hiperb�olia. Este tipo de �austias no se dan en la irunferenia.Una pregunta surge naturalmente: >qu�e suede on las trayetorias que pasan por los foos? Larespuesta es a�un m�as simple que en los asos anteriores: despu�es de hoar on la elipse la part��ulase dirigir�a al otro foo y as�� suesivamente. Estas trayetorias que pasan por los foos \separan" losomportamientos anteriores (on �austias el��ptias e hiperb�olias) y son muy importantes en el estudiode la din�amia de este billar y de otros relaionados on �el. Todos los resultados sobre �austias onfoalesy trayetorias que pasan por foos son onseuenias del llamado Teorema de Ponelet de la Geometr��aProyetiva.Hay dos �orbitas peri�odias distinguidas, una sobre el eje mayor y otra sobre el eje menor de la elipse.El espaio de fase es el ilindroM on base la elipse y altura �. Si representamos algunas trayetoriasde ada tipo en el espaio de fase veremos que las m�as pareidas on las de la irunferenia son las delprimer tipo (�austias el��ptias); en realidad �estas apareen omo deformaiones de las retas invariantes� =onst del billar irular. Las trayetorias del segundo tipo est�an ontenidas en urvas erradasalrededor de dos puntos del espaio de fase que orresponden a las trayetorias peri�odias que se muevena lo largo del eje menor (vertial). Estas trayetorias llenan las dos regiones en M limitadas por laurva on la forma del s��mbolo 1 en la Figura 5. Las trayetorias que pasan por los dos foos est�anrepresentadas sobre dos urvas (\separatries" de los dos movimientos prinipales) que unen los dospuntos peri�odios de las trayetorias que est�an sobre el eje mayor. Estas urvas erradas separatriesen el ilindro M son las que forman el s��mbolo 1 en Figura 5.

Figura 5: Espaio de fase M del billar el��ptioPor tanto, la super�ie M est�a ompletamente foliada por urvas invariantes. En este sentido, elbillar el��ptio es similar al irular: ambos son ompletamente integrables.Sobre ada urva invariante la transformai�on S (o S2) es onjugada a una rotai�on del ��rulo onalg�un �angulo (llamado el n�umero de rotai�on). Este n�umero ambia ontinua y mon�otonamente onla urva invariante. La urva espeial on forma de s��mbolo 1 que separa las �austias hiperb�olias yel��ptias, la separatriz, es invariante por S, pero no rota. Por el ontrario, toda trayetoria omenzandoen la separatriz onverge (tanto en el futuro omo en el pasado) a la �orbita 2-peri�odia que est�a sobre eleje mayor.La f�ormula para la derivada de S en las oordenadas s; � es ompliada y no nos dar�a muha in-formai�on a nuestros atuales efetos. Pero se pueden elegir unas oordenadas urvilineas espeialesen M (no v�alidas sobre la separatriz) on un eje a lo largo de las urvas invariantes, en que la matrizDS es triangular y tiene unos en la diagonal. Y podremos saar las mismas onlusiones que saamosde la f�ormula (2): los exponentes de Liapunov y las entrop��as son nulas; para ualquier est�andar la7



transformai�on S no es a�otia.El omportamiento din�amio de la transformai�on S, dejando de lado la separatriz y las �orbitasperi�odias distinguidas, es parab�olio, omo en el aso del billar irular. Pero ahora tenemos otraslases de fen�omenos. La trayetoria peri�odia sobre el eje mayor atrae o repele a los puntos de laseparatriz (se die que la variedad estable o inestable de los puntos peri�odios est�an sobre la separatriz,y que estos puntos son hiperb�olios (Sei�on 6). La otra �orbita peri�odia distinguida, sobre el eje menorno es ni hiperb�olia ni parab�olia, es el��ptia.De�nii�on. Sea x un punto peri�odio, i.e. Snx = x para alg�un n � 1. Si la derivada DSn(x) tiene unvalor propio omplejo (no real) en el ��rulo unidad, entones se die que el punto x es el��ptio.En este aso, uando dimM = 2, entones la transformai�on derivada DSn es una rotai�on on alg�un�angulo. Un entorno de x ontiene freuentemente muhas urvas erradas Sn-invariantes (son urvasomo elipses, de all�� viene el nombre de el��ptio). Estos hehos est�an relaionados on la teor��a KAMmenionada anteriormente. Nuestra trayetoria peri�odia sobre el eje menor es el��ptia y hay un granentorno ompletamente foliado por �ovalos invariantes por S2. Por tanto, el billar dentro de una elipsetiene una ombinai�on de estruturas parab�olias, hiperb�olias y el��ptias.Estadios. En el billar el��ptio el espaio de fase no tiene singularidades \visibles"; no hay v�ertiesdel billar porque la frontera es una �unia urva regular, y las trayetorias tangentes no existen dentrodel billar, porque est�an restringidas a los puntos � = ��=2 del espaio de fase. Esto quiere deir queel onjunto D de las singularidades est�a formado por apenas dos segmentos y que el espaio M es unilindro on altura � y sin los bordes superior e inferior.

Figura 6: El estadio el��ptioAhora modi�quemos un poo la situai�on ortando la elipse a lo largo del eje menor, separando estasdos mitades y pegando las puntas libres on dos segmentos de longitud 2h. Tendremos el estadio el��ptiode la Figura 6. Si a = 1 las urvas de los extremos son semiirunferenias y el estadio se llama deBunimovih, por ser �este el nombre del primer matem�atio que lo estudi�o en detalle.Nuevamente, las trayetorias tangentes no apareen dentro del espaio de fase del billar. Pero ahoratenemos uatro v�erties en los puntos donde los extremos de las semielipses se toan on los segmentosde reta. En esos puntos la frontera tiene derivada primera ont��nua, pero su urvatura (que est�adiretamente relaionada on la segunda derivada) es disont��nua. Entones, si la longitud de mediaelipse es m, la longitud total de la frontera es L = 2m+4h, y si omenzamos a medir la longitud de aroa partir de uno de los (antiguos) v�erties del semieje menor de la elipse, el espaio de fase ser�a omo enla Figura 7. En ella hemos representado tambi�en el onjunto de los puntos uyas im�agenes por S est�anen los puntos on s = 0 (reu�erdese que el �angulo � es medido a partir del vetor de salida haia lanormal interior). El aspeto de ada urva var��a de auerdo on el valor a (longitud del semieje mayor).Aqu�� representamos el aso en que a es muy pr�oximo a 1. El letor interesado puede intentar ver omoesa urva se modi�a uando a aumenta. 8



Figura 7: Espaio de fase del estadio el��ptio. Se indian las urvas de los puntos uyas im�agenes est�anen el v�ertie inferior del eje menor de la semielipse de la dereha.Esa urva y las que son preim�agenes o im�agenes por S de los \v�erties"s = m;m + 2h; 2m + 2hson obtenidas por diversas simetr��as a partir de la dibujada. Ellas forman parte del onjunto D de lassingularidades. Entones el onjuntoM , que originalmente pare��a ser un simple ilindro, qued�o divididoen varias partes uyos bordes son esas urvas. El estudio de �omo ellas se ortan y se distribuyen enel ilindro original es fundamental para entender el omportamiento estad��stio de la din�amia de losbillares.En el aso del estadio el��ptio las trayetorias son muho m�as ompliadas que en el aso de laelipse. Hay in�nitas trayetorias on per��odo dos entre los lados paralelos; hay trayetorias que pasande una media elipse a la otra, ambiando el sentido de su irulai�on. El omportamiento generaldepende muho de los valores de a y h. Esto ser�a visto on un poo m�as de detalle en la sei�on 7. Porejemplo, la representai�on de una simulai�on de 150.000 iteraiones de una �unia trayetoria del billaron a = 1:24; h = 1:04 paree distribuirse asi uniformemente en el espaio de fase . En el trabajo [11℄se estudian muhas propiedades del estadio el��ptio.4 La Hip�otesis de BoltzmannEn 1964 Werner Heisenberg a�rm�o que \Un f��sio te�orio se siente mejor si no hay objetos matem�atiosrigurosamente de�nidos por detr�as de sus onsideraiones.". Seguramente en ese momento ten��a enmente los primeros a~nos da la Me�ania Cu�antia, pero esa frase puede igualmente ser apliada a la obrade Ludwig Boltzmann. Y no s�olo a su Hip�otesis Erg�odia, de la que trata la parte sustanial de lo queresta de este art��ulo, sino a otros temas estudiados por �el.Corresponde tambi�en reordar que, motivado por las euaiones de Boltzmann, David Hilbert inluy�oen su �elebre olei�on de 23 problemas (presentada en el Congreso Internaional de Matem�atia quetuvo lugar en Paris, en 1900) el denominado \Tratamiento Matem�atio de los Axiomas de la F��sia".Sobre esto esribi�o: \es muy deseable que la disusi�on de los fundamentos de la Me�ania sea tomadatambi�en por los matem�atios. As�� el trabajo de Boltzmann sobre los prinipios de la Me�ania sugiereel problema del desarrollo matem�atio de los proesos limite all�� meramente indiados, que llevan de lavisi�on atom��stia a las leyes del movimiento ont��nuo".9



Entre 1870 y 1884 Boltzmann us�o varias formas de la Hip�otesis Erg�odia.1 Una formulai�on avanzadaser��a:Hip�otesis Erg�odia de Boltzmann. Para grandes sistemas de part��ulas interatuando en equilibrio,las medias temporales est�an pr�oximas de las medias espaiales.Creo que viene al aso haer algunos omentarios sobre esa formulai�on. Por \grandes sistemas depart��ulas interatuando en equilibrio" se entiende un sistema on muhas part��ulas que no reibeninuenias externas; por ejemplo, un n�umero muy grande de part��ulas que hoan on las paredesompletamente r��gidas de una aja y entre si, sin inidenia de otros fatores. Las \medias temporales"son las promedios de los valores observados (mediiones) de una funi�on num�eria, al pasar el tiempo;�este se mide en alguna unidad que orresponda a la esala del problema. Si el modelo matem�atio delfen�omeno es desrito por una euai�on diferenial, sus soluiones estar�an dadas por un ujo y la evolui�onser�a a tiempo ont��nuo; pero si el modelo est�a dado por una transformai�on (un mapa, una funi�on) laevolui�on del tiempo no es ont��nua, es disreta. En este art��ulo seguiremos trabajando on este �ultimotipo de modelo porque el tiempo ser�a medido por el n�umero de vees que se aplia la transformai�onestudiada. Sn indiar�a la apliai�on suesiva de la transformai�on S, n vees; por tanto aqu�� n es el\tiempo". Entones sumamos los valores medidos al transurrir un largo tiempo T , y dividimos porT (que es un n�umero entero: T 2 ZZ). Las \medias espaiales" onsisten de medias (integrales) demediiones (o registros) simult�aneos en todos los puntos on respeto a una medida on sentido f��sio enel espaio de fase. Las funiones medidas pueden ser, por ejemplo, la temperatura o la presi�on.Observai�on: los f��sios entienden las medias espaiales omo promedio de equilibrio (miroan�onio),o sea, on respeto a la medida de Liouville en la subvariedad del espaio de fase determinada por losinvariantes triviales del movimiento. A esta medida nos referimos en el omentario anterior.Introduidos esos oneptos matem�atios, podemos haer una presentai�on m�as preisa de la Hip�otesisErg�odia. Ella establee que si f es una medii�on { una funi�on en el espaio de fase del sistema { y eltama~no del sistema { el n�umero N de part��ulas { tiende a in�nito, entones1T T�1Xn=0 f(Snx)! ZM f(x)d�(x) (3)donde � es una medida de equilibrio y Snx es la evolui�on temporal del punto x en el espaio de fase.Vemos inmediatamente que f y � tambi�en dependen de N , y por tanto una formulai�on matem�atiarigurosa deber��a espei�ar el signi�ado de onvergenia en (3). Vamos en busa de ese signi�ado.5 Enontrando un objeto y un problema matem�atios (de Boltz-mann a Von Neumann: de 1870 a 1931)Llev�o muho tiempo para que el objeto matem�atio de la Hip�otesis Erg�odia fuese enontrado. S�oloen 1929 Koopmam omenz�o a investigar grupos de transformaiones que preservan medidas, o sea,transformaiones que llevan onjuntos en otros que miden lo mismo. Esos progresos fueron preedidospor los �exitos de la Teor��a de la Medida, la ual, en otro sentido, permitir��a a Kolmogorov en 1933estableer los fundamentos axiom�atios de la Teor��a de la Probabilidad.M�as preisamente, sea M un espaio abstrato, el espaio de fase del sistema, y � una medidade probabilidad sobre una �-�algebra de M . La din�amia est�a dada por la apliai�on suesiva de unatransformai�on S (o su inversa S�1), que preserva medida. Esto signi�a que para todo onjunto del�-�algebra, A �M , y para todo n 2 ZZ; �(SnA) = �(A).Finalmente, sea f :M ! IR una funi�on (u observable) razonablemente regular, por ejemplo, perte-neiente al espaio de las funiones de uadrado integrable: R f2(x)d�(x) <1; en este aso se die quef 2 L2(�).1La palabra erg�odia, usada en este ontexto, proviene del griego ergon (trabajo) y odos (amino, paso).10



De esa forma el objeto matem�atio { (M;S; �), on las funiones f { est�a de�nido.En el mismo a~no (1929) Von Neumann prob�o el primer teorema erg�odio, el ual establee que lamedia temporal de una funi�on f a lo largo de una trayetoria que pasa por un punto x tiene l��mite~f(x):Teorema Erg�odio. Cuando T !1,1T T�1Xn=0 f(Snx)! ~f(x) ; siendo la onvergenia en el sentido L2(�):En 1931 Birkho� y Khinin separadamente probaron la misma f�ormula, pero on onvergenia paraasi todo x en el sentido de la medida �, o sea, que esa onvergenia se da para todos los puntos de Mexepto los que est�an en un onjunto on �-medida nula. La funi�on l��mite ~f(x), que normalmente esllamada media de Birkho�, es tal que su integral (sobre todo el espaio) tiene el mismo valor que la def : RM ~f(x)d�(x) = RM f(x)d�(x):Dado que el t�ermino que depende de T es exatamente el promedio temporal que aparee en laHip�otesis de Boltzmann, esta pas�o a tener un signi�ado preiso inmediatamente despu�es de formulado elTeorema Erg�odio: en grandes sistemas de part��ulas interatuando en equilibrio, las medias temporales~f(x) no dependen de x. Observe que, omo � es una medida de probabilidad, si ~f(x) fuera onstante,uando integramos on respeto a � obtendremos el mismo valor ~f(x) y, por la observai�on �nal delp�arrafo anterior, resulta ~f(x) = RM ~f(x)d�(x) = RM f(x)d�(x):La propiedad de que en un sistema las medias de Birkho� no dependan del punto iniial x fueonsiderada muy importante desde el omienzo, a tal punto que los sistemas (M;S; �) que veri�an estapropiedad reiben el nombre de erg�odios.De�nii�on: Ergodiidad. El sistema (M;S; �) es erg�odio si para toda funi�on razonablemente regularf , por ejemplo, para toda f 2 L2, se satisfae ~f(x) onstante para �-asi todo punto x 2M .Esta de�nii�on es equivalente a ada una de las siguientes tres a�rmaiones:# Si f es razonablemente regular y onstante a lo largo de las �orbitas (f ÆSn = f , para todo n 2 ZZ),entones f es onstante para �-asi todo punto x 2M .# Si un onjunto A �M es invariante por Sn (SnA = A), entones A es o bien asi todo el espaioM o tiene medida nula (�(A) = 0 o 1).# limT!1 1T PT�1n=0 �(S�nA \B) = �(A)�(B) , para todo par de onjuntos medibles A;B �M .Resumiendo: tenemos un modelo matem�atio (grupo de transformaiones que preservan medidas) yla nueva noi�on de ergodiidad. Se plantea el problema de estableer si un sistema interesante desde elpunto de vista f��sio es erg�odio o no.Estos progresos dieron origen a una nueva �area de la Matem�atia, la Teor��a Erg�odia, y a variassubareas. Una de ellas estudia generalizaiones de los teoremas erg�odios; otra, formas mas fuertes deestoastiidad (mixing, sistemas de Bernoulli, deaimiento de orrelaiones; ver, por ejemplo, [6℄, Cap.2); una �area espeial { partiularmente importante para este trabajo { estudia la ergodiidad de iertossistemas que apareen en la Me�ania; otra, los problemas de isomor�smos y lasi�ai�on de los sistemasdin�amios, et.Los sistemas de part��ulas uyos movimientos son desritos por la transformai�on S de la Sei�on 4orresponden a una lase mas general de los llamados ujos hamiltonianos en variedades simpl�eti-as. Se re��a que se podr��a apliar la Hip�otesis de Boltzmann a tales ujos. Pero existe un ejemplo�elebre de Mihel Herman que muestra la existenia de una antidad muy grande de tales ujos que noson erg�odios (ver [7℄). Ese ejemplo fue presentado al �nal de los a~nos 80, pero ya anteriormente, lastentativas de prueba de la Hip�otesis Erg�odia se restring��an a los modelos de bolas on hoques el�astios.
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6 Probando los primeros teoremas relevantes(de Von Neumann a Sinai de 1931 a 1970)Los m�etodos para estableer la ergodiidad de sistemas me�anios vinieron de otras �areas de la Matem�ati-a, en partiular de la Teor��a de Sistemas Din�amios. En 1938-39 Hedlund y Hopf enontraron un m�etodopara demostrar la ergodiidad de ujos geod�esios en variedades ompatas de urvatura negativa (setrata de movimientos ineriales sobre, por ejemplo, super�ies que resultan de girar una hip�erbolaequil�atera en torno de una as��ntota). El prinipal desubrimiento fue el, as�� llamado, omportamientohiperb�olio de los sistemas din�amios, que impliaba la ergodiidad de tales sistemas.Hiperboliidad signi�a la existenia de urvas transversales sobre las que el sistema din�amio at�uaexpandiendo (variedad inestable) o ontrayendo (estable). Si la variedad no es una super�ie, o sea,si tiene dimensi�on mayor que dos, las urvas son subvariedades uya suma de dimensiones es iguala la dimensi�on de la variedad original. Hiperboliidad implia inestabilidad para todas las �orbitas:trayetorias que omienzan arbitrariamente pr�oximas unas de las otras se separan en el futuro o en elpasado: llamamos a esta �ultima propiedad sensibilidad on respeto a las ondiiones iniiales.El ejemplo mas simple de sistema hiperb�olio es el famoso \at" de Arnold (el nombre no provienedel gato que era usado para representarlo, sino de \Continuous Automorphisms of the Torus"). Con-sideramos la apliai�on SA del toro bidimensional Tj 2 = IR2=ZZ2 en si mismo, de�nida por la matrizA = � 2 11 1 �. Observamos que la transformai�on expande en una direi�on y ontrae en otra, siendoestas direiones las orrespondientes a los vetores propios on autovalores respetivamente �u > 1 y�s < 1 de la matriz A.En 1942, poo despu�es de los resultados fundamentales de Hedlund y Hopf, el f��sio ruso N. S. Krylovmostr�o que la inestabilidad observada en los ujos geod�esios tambi�en exist��an en los sistemas de bolasel�astias que modelan los gases. Este desubrimiento y el avane de las ideas de Hedlund y Hopf enla Teor��a de Sistemas Din�amios Hiperb�olios fueron la base para la versi�on de Sinai de la Hip�otesisErg�odia de Boltzmann formulada en 1963 para el aso partiular de bolas el�astias.Hip�otesis Erg�odia de Boltzmann-Sinai [14℄. El sistema de N bolas el�astias sobre Tj 2 o Tj 3 eserg�odio para todo N � 2.Como estos sistemas me�anios tienen muhas antidades que se onservan a lo largo de las �orbitas,la interpretai�on que debemos dar a la onjetura es que tendremos hiperboliidad en las (omponentesonexas de las) subvariedades del espaio de fase de�nidas por los invariantes del movimiento. La primeradiferenia oneptual que tiene esta onjetura omparada on la formulai�on original de Boltzmann esque aqu�� no se hae ninguna suposii�on sobre el n�umero N de bolas. La ergodiidad (y otras propiedadesestad��stias m�as fuertes) se veri�ar��a para ualquier N � 2. De auerdo on las ideas de los fundadoresde la Me�ania Estad��stia el estado de un sistema de part��ulas es aleatorio porque ualquier sistemaen la naturaleza ontiene un n�umero enorme de ellas: la aleatoriedad surge del gran n�umero de gradosde libertad. En el planteamiento de Sinai el n�umero de part��ulas no tiene ninguna importania: unsistema de dos part��ulas el�astias ho�andose presenta omportamiento esto�astio.Una segunda arater��stia importante del argumento de Sinai es que el onoimiento loal de sistemashiperb�olios lleva a una desripi�on global. La marodin�amia surge de la mirodin�amia.En 1963 Sinai pens�o haber probado el resultado. Esribi�o: \Entre los prinipales resultados de esteart��ulo deber��a ontarse el teorema de la ergodiidad de los sistemas de las bolitas (pellets) duras enuna aja retangular". Pero s�olo en 1970 [15℄ pudo probar su onjetura para el aso N = 2: disosmovi�endose en el toro Tj 2.Los intentos de probar la onjetura de Boltzmann-Sinai se extienden a lo largo de 40 a~nos. A estaaltura paree que el problema est�a asi resuelto. Ver �ultima Sei�on.
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7 El argumento de Sinai. Billares (1970)Consid�erese el modelo de N disos movi�endose en el plano o N bolas movi�endose en el espaio. Estos dosmodelos son muy similares, por lo que los disutiremos en paralelo. Por simpliidad, suponga que todoslos disos (bolas) tienen el mismo radio r y la misma masa m. Cada bola (diso) se mueve libremente,i.e. on veloidad onstante, hasta que hoa on otra bola. Cuando dos bolas (disos) hoan, ambiansus veloidades de auerdo on las leyes de los hoques el�astios.Estas leyes signi�an lo siguiente. Supongamos que dos bolas hoan. Llamemos q1 y q2 a sus entrosy por v1 y v2 sus vetores veloidad en el momento de la olisi�on. Sea L la linea que une los entros q1y q2. Desomponemos vi = v0i + v?ipara i = 1; 2, donde v0i es la omponente del vetor vi paralelo a L y v?i es la omponente perpendiulara L. Entones las nuevas veloidades, salientes, de las bolas sonvnue1 = v?1 + v02 y vnue2 = v?2 + v01En otras palabras, las bolas interambian las omponentes de la veloidad paralelas a la linea de losentros L y mantienen las omponentes ortogonales. Observamos que las leyes de los hoques el�astiosimplian la onservai�on de la energ��a in�etia totalPmkvik2=2 y el momento totalPmvi del sistemade las N bolas (disos). Tambi�en observamos que la olisi�on de dos bolas duras on entros q1 y q2 s�olopuede ourrir si dist(q1; q2) = 2r, i.e. kq1 � q2k2 = (2r)2.El sistema de las N bolas (disos) movi�endose en el espaio abierto (o en el plano) sin paredes noes muy interesante desde el punto de vista din�amio. Como es intuitivamente laro, el n�umero totalde hoques entre pelotas es siempre �nito, y despu�es del �ultimo hoque las pelotas se van para siemprelibremente. M�as a�un, el n�umero de hoques entre las N pelotas en el espaio abierto est�a uniformementeaotado por una onstante que s�olo depende de N .2Consideremos ahora N bolas o disos enerrados en un dominio aotado R, llamado el reipiente.Las bolas (disos) hoan el�astiamente entre ellas y on las paredes del reipiente. Preisamente, si unabola on entro q hoa una pared en el punto w 2 �R, entones desomponemos el vetor veloidadomo v = v0 + v?, donde v0 es la omponente paralela a la linea pasando a trav�es de q y w, y v? esperpendiular a esa linea. La nueva veloidad, saliente, es vnue = v? � v0. Obs�ervese que la energ��ain�etia total del sistema es preservada, pero no su momento total.Modelo de Sinai de las bolas duras. Ahora reduimos el sistema de N bolas duras a un billar.Supongamos que el reipiente R es un toro, por lo que no hay paredes (i.e., �R = ;). Entones las bolass�olo hoan entre ellas y tambi�en el momento total se onserva.M�as onretamente, el sistema est�a ompuesto por N � 2 bolas, ada una on masa unitaria y radior > 0, movi�endose en Tj d, el toro d-dimensional (d � 2; siempre se puede suponer d = 2 {disos{ od = 3 {bolas). En el espaio de fase, la i-�esima bola es representada por (qi; vi) 2 Tj d � IRd, dondeqi = (q1i ; q2i ; � � � ; qdi ) india la posii�on del entro de esta bola y vi su veloidad.El espaio de on�guraiones ~Q de las N bolas en Tj d es un subonjunto del toro de dimensi�on N � dpues, dado que las bolas son maizas, sus entros deben estar a una distania mayor o igual a dos vees2Esto �ultimo fue probado s�olo reientemente:Teorema [1℄. El sistema de N bolas duras on masas y radios arbitrarios en el espaio abierto IRd puede tener a lo sumoC <1 hoques. C = �32rmmaxmmin rmaxrmin N 32�N2donde mmax y mmin son las masas m�aximas y m��nimas y rmax y rmin son los radios m�aximos y m��nimos de las bolas,respetivamente.Es destaable que este resultado admite una prueba geom�etria relativamente elemental. Obs�ervese que si los radios ymasas son iguales C s�olo depende de N . 13



sus radios, y por tanto debemos retirar de Tj N�d los siguientes �N2 � obst�aulos il��ndrios:Ci;j = nQ = (q1; : : : ; qN ) 2 Tj N�d :j qi � qj j< 2ro ;1 � i < j � N . Como ya fue observado, la energ��a H = 12 PN1 v2i y el momento total P = PN1 vi sonintegrales primeras del movimiento. Entones, sin p�erdida de generalidad, podemos suponer que H = 12 ,P = 0 y, tambi�en, que la suma de las omponentes espaiales B = PN1 qi = 0. Estas ondiiones sonmuy naturales desde el punto de vista f��sio; algunas est�an relaionadas on el estado de equilibrio enque estamos onsiderando el fen�omeno. Para estos valores de H;P y B, el espaio de fase se redue aM := Q� Sa�1 donde Q : = (Q 2 ~Q : NX1 qi = 0)= 8<:Q 2 Tj N�d n [1�i<j�N Ci;j : NX1 qi = 09=;Aqu�� a := dimQ = N � d � d y Sk denomina a la (media) esfera unitaria k-dimensional. La dimensi�onde Q es N � d� d porque la ondii�onP qi = 0 impone d restriiones (una para ada oordenada) a lospuntos de ~Q. La dimensi�on del espaio de los vetores es N �d�d porqueP vi = 0 y tales vetores est�anen la esfera unitaria (N � d� d� 1)-dimensional porque sus m�odulos (al uadrado)P v2i son onstantes.Es f�ail ver que la din�amia de las N bolas, determinada por su movimiento uniforme on olisionesel�astias y el ujo del billar fSt : t 2 IRg sobre Q on reexiones en la frontera �Q son isomorfos yonservan la medida de Liouville d� = onst � dq � dv (para detalles ver [3℄, Cap. 6).El onjuntoD de las singularidades ontiene todas las interseiones de las super�ies il��ndrias �Cij .Estas interseiones orresponden a olisiones simult�aneas de tres o m�as bolas. El proeso posterior atales hoques m�ultiples no est�a de�nido. La regla general es, por tanto, ignorar las trayetorias del billarque hoan en D.La formulai�on de Sinai de la Hip�otesis de Boltzmann la oloa naturalmente en el ontexto de billaresen espaios de dimensi�on alta. Reordemos, para resumir, que el espaio es de dimensi�on 2Nd�2d�1 yque el n�umero de ilindros es N(N �1)=2 donde N es el n�umero de bolas y d es la dimensi�on del espaiodonde se mueven las bolas.Gas de Lorentz. Este es otro modelo muy popular en f��sia. Imag��nese una part��ula puntual mo-vi�endose entre dos bolas r��gidas �jas, en el espaio IR3. Las bolas tienen el mismo radio r. Pueden seroloadas aletoriamente o formar una estrutura del tipo ristalina (por ejemplo, sus entros puedenoloarse en los v�erties del retiulado {lattie{ ZZ3). Las bolas no se mueven, solamente una part��ulapuntual se mueve entre ellas y hoa el�astiamente. Las bolas at�uan omo obst�aulos.Este modelo fue introduido by H. Lorentz en 1905 en el estudio de eletrones en metales. La part��ulam�ovil representa un eletr�on, y las bolas juegan el papel de las mol�eulas del metal. Cuando las bolasest�an oloadas en los v�erties de un retiulado regular, se die que el gas de Lorentz es peri�odio.En lugar de bolas, podemos oloar otros uerpos id�entios en los v�erties del retiulado, y requerira la part��ula m�ovil que hoque on los obst�aulos el�astiamente. Los uerpos pueden ser �ubios ouerpos poli�edrios m�as generales. Uno tambi�en puede de�nir un gas de Lorentz en un plano; en esteaso obst�aulos bidimensionales son oloados en los v�erties del retiulado ZZ2.Reduimos ahora el gas de Lorentz a un billar. De heho �el es \asi" un billar, exepto que el dominiopor el que puede andar la part��ula no es aotado y tiene volumen in�nito. Esto se soluiona f�ailmenteporque desde que los obst�aulos est�an oloados en los v�erties del retiulado, su estrutura es peri�odiay uno puede enontrar un dominio fundamental H , o sea un domino uya traslai�on paralela ubratodo el espaio. El dominio H ontiene s�olo unos poos (a vees s�olo uno) obst�aulos, y todos los otros14



Figura 8: Gas de Lorentz peri�odio.se obtienen por la traslai�on paralela de aqu�ellos en H . La Figura 8 muestra un gas peri�odio de Lorentzen un plano, donde los obst�aulos son disos �jos y el dominio fundamental es un uadrado onteniendoun diso.El movimiento de la part��ula puede ser proyetado al dominio fundamental H y tendremos unsistema de billar en H on ondiiones de frontera peri�odias, eso es un billar en el toro Tj d, d = 2; 3.La mesa del billar Q se obtiene saando uno o varios obst�aulos del toro. En el aso del gas de Lorentzde la Figura 8 estamos nuevamente ante el billar de la Figura 1.Billares de Sinai. Para expliar de manera m�as simple las prinipales arater��stias de los sistemasque hemos venido desribiendo, nos restringiremos al modelo de las bolas duras on N = 2 y d = 2, osea, onsideraremos dos bolas (disos) en el toro Tj 2. Entones �Q es la uni�on de un n�umero �nito deurvas regulares y los vetores v est�an en la (media) irunferenia S1.

Figura 9: Billares dispersores. (a) Cuadrado de lado 1 y radio 0 < r < 1=4. (b) Cuadrado de lado 1 yradio 1=4 � r < 1=2Podemos dar un paso m�as y suponer que uno de los disos est�a �jo y que s�olo el entro del otro semueve. Llegamos as�� al billar que analizamos en la Sei�on 1, Figura 1. M�as a�un, para no restringirnos altoro, podemos onsiderar mesas de billar en el plano que satisfaen las prinipales propiedades din�amias15



de aquel billar en Tj 2. Los billares planos que surgen del modelo de las bolas duras para N = 2 y d = 2son omo los de la Figura 9. Su ergodiidad fue probada por Sinai en 1970 y son llamados billaresdispersores de Sinai (ver la de�nii�on de aros dispersores en la Sei�on 2).Es laro que podemos onsiderar billares planos uyas fronteras no son generadas por ondiionesderivadas de modelos f��sios y preguntarnos �omo deben ser las fronteras para que la orrespondientetransformai�on de billar sea erg�odia. En partiular es interesante saber �omo \montar" una mesade billar para que su sistema din�amio sea erg�odio. Est�a demostrado que el billar en el estadio deBunimovih (dos semiirunferenias unidas por segmentos paralelos), en la ardioide y en muhosestadios el��ptios son erg�odios y satisfaen otras propiedades esto�astias En el aso del estadio el��ptiodesrito en la Sei�on 3, si a < p2, para tener un billar erg�odio la separai�on entre las dos mitades debereer tendiendo a in�nito a medida que a ree tendiendo a p2. Ver [11℄. Para el billar de la Figura 6,si a � p2 no es posible onstruir estadios el��ptios erg�odios.8 C�omo se prueba la Ergodiidad de los BillaresDesde ya debemos alarar que si bien seguiremos usando el t�ermino erg�odio para los sistemas din�amioson el tipo de desorden (aos) de�nido en la Sei�on 5, en realidad en asi todos esos asos se han probadopropiedades estad��stias muho m�as fuertes.De una forma u otra, la prueba de la ergodiidad de los sistemas din�amios difereniables pasapor la prueba de alg�un tipo de hiperboliidad (ver Sei�on 6). El proedimiento padr�on es el estudiode los exponentes de Liapunov de la transformai�on y la apliai�on de la llamada Teor��a de Pesin, quepermite onstruir las urvas expansoras y ontratoras a las que nos referimos anteriormente. Para evitarmayores ompliaiones t�enias vamos a suponer que trabajamos en el espaio eulidiano Rd; d � 2.Quien quiera un modelo a�un m�as intuitivo puede pensar en el plano.Si p es un punto �jo de un difeomor�smo S (S y su inversa tienen derivadas ontinuas, S(p) = p)de�nido en un onjunto de IRd y queremos analizar el omportamiento de S en un entorno de p, omoprimera aproximai�on podemos estudiar su parte lineal, o sea, la derivada (diferenial) (S)0p : IRd ! IRd.Si �i son las ra��es reales del polinomio arater��stio y vi sus respetivos vetores propios, tendremosque limn!�1 1=n log k(Sn)0pvik = log j�ij: Para el aso de autovalores omplejos (que apareen de apares onjugados �j ; ��j), esta igualdad se veri�a para vj ontenido en subespaios de dimensi�on igualal doble de la multipliidad de �j . Observe que eso no ourre si en lugar del autovetor vi tomamosualquier vetor v. Llamamos exponentes de Liapunov a estos n�umeros log j�ij = �i. Es f�ail verque la parte lineal de la transformai�on S (su diferenial) expande en los subespaios orrespondientesa los autovetores on exponente de Liapunov �i > 0 y ontrae en los subespaios orrespondientes alos autovetores on exponente de Liapunov �i < 0. En ualquier aso, no debemos onsiderar el vetornulo en esos subespaios.Si existe una medida � invariante por S, un �elebre teorema de Oseledets establee la existeniadel l��mite que de�ne a los exponentes de Liapunov para �-asi todo punto p, independientemente de si�este es peri�odio o no. El teorema de Oseledets puede ser apliado a transformaiones S de�nidas enonjuntos muho m�as generales. Para extenderlo al aso de los billares on los que trabajamos daremosun enuniado en el ontexto m�as general de transformaiones ont��nuas on singularidades. Paraevitar la introdui�on de notaiones que omplian la omprensi�on de lo que es realmente importante,nos restringiremos a trabajar en IRd. Para un enfoque m�as detallado y general se puede onsultar [9℄,[10℄, [2℄.Sea M la uni�on de un n�umero �nito de regiones en IRd, pegadas a lo largo de \hipersuper�ies" uyauni�on est�a ontenida en el onjunto de las singularidades D. Este onjunto, a su vez, es la uni�on de unonjunto �nito de variedades erradas de dimensi�on menor que d (si d = 2; D es la uni�on de un n�umero�nito de urvas y puntos). El onjunto P =M nD es abierto. Sea � una medida de probabilidad de�nidasobre los borelianos de M .Sea S : P !M una transformai�on on inversa, ambas su�ientemente difereniables (difeomor�smo16



de lase Cr; r � 1, para el teorema de Oseledets, y r � 2 para el resto de la teor��a), de P en su imagen,que preserva la medida � y que veri�a algunas otras ondiiones de reimiento de la derivada erade las singularidades. Sea H el onjunto de los puntos que tienen in�nitos iterados tanto para el futuroomo para el pasado: H = \1n=�1SnP ; por tanto �(H) = 1. Entones, el teorema de Oseledetsdie que para asi todo punto p 2 H existen m(p) n�umeros reales �i(p) : �1(p); �2(p); � � � ; �m(p)(p) ysubespaios E1(p); E2(p); � � � ; Em(p)(p), tales quelimn!�1 1n log k(Sn)0pvik = �i(p) para todo vetor no nulo vi 2 Ei(p):Ei(p) es el subespaio propio del exponente de Liapunov �i(p). Estos n�umeros pueden variaron p, pero son invariantes a lo largo de su �orbita: �i(Sn(p)) = �i(p). El teorema de Oseledets aseguraque para asi todo punto (puntos regulares) del espaio donde at�ua una transformai�on que preservamedida, el omportamiento de los puntos pr�oximos a su �orbita puede ser aproximado teniendo en uentael omportamiento en direiones onoidas, que ser�an ontraiones o expansiones seg�un �i sea menoro mayor que zero.Estos subespaios y exponentes de Liapunov se omportan asint�otiamente omo los subespaios pro-pios y el logaritmo del valor absoluto de los autovalores de una matriz. >C�omo deduir de propiedades deesos n�umeros propiedades de la funi�on S, en partiular propiedades relaionadas on la hiperboliidad?La respuesta a esta pregunta es dada por la llamada Teor��a de Pesin, que trata, en primer lugar, dela onstrui�on de variedades invariantes expansivas y ontrativas en puntos en que hay exponentede Liapunov no nulos.No seremos muy rigurosos en los enuniados de los teoremas de Pesin, ni los presentaremos onsu m�axima generalidad, para no ompliar la exposii�on. De�nimos la regi�on de Pesin, �, omo elonjunto de los puntos regulares p para los que todos los exponentes de Liapunov son diferentes de zero(�i(p) 6= 0 para todo 1 � i � m(p)). Entones para ada punto p 2 � existen variedades invariantesestables (W s(p)) e inestables (W u(p)) uyos puntos se aproximan o se apartan respetivamente entresi uando iteramos por S. La suma de las dimensiones de estas variedades es igual a la dimensi�on detodo el espaio, y ada una de ellas es tangente al hiperplano (subespaio) generado por los vetores onexponentes de Liapunov negativos (W s(p)) o positivos (W u(p)). Adem�as, � puede ser desompuesto enun onjunto numerable de subonjuntos invariantes, en ada uno de los uales S es erg�odia.Si la regi�on de Pesin tiene medida total (�(�) = 1) se die que S es (no uniformemente) hi-perb�olia o que el sistema (M;S; �) tiene omportamiento a�otio. Usamos la expresi�on no uni-formemente porque los �angulos entre los subespaios estables e inestables, as�� omo los �(p), puedeaproximarse muho a ero, generando una serie de di�ultades en el ontrol de las propiedades b�asiasde la hiperboliidad.Entones, si los exponentes de Liapunov son no nulos en asi todo punto de H (o de P oM) entonesen asi todo punto tenemos variedades inestable y estable loal (uyos puntos uando iterados por Sn seaproximan o se alejan exponenialmente uando n!1); la suma de sus dimensiones es d. M�as a�un, lasegunda parte del teorema establee que existe un onjunto numerable �i de omponentes erg�odias,o sea, onjuntos de medida positiva que no poseen subonjuntos S-invariantes on medida mayor queero y menor que uno: S es a�otia dentro de ada �i.De esta manera el problema de probar la ergodiidad de todo el sistema se transforma en probar:1) que los exponentes de Liapunov son no nulos �-asi todo punto y, por tanto, 2) que la omponenteerg�odia es �unia.Existen dos maneras tradiionales de ataar el primer problema: mostrar queA) en asi todo punto x 2 N existen onos C(x) invariantes por S0 : S0x(C(x)) � C(S(x)) (un onoC(x) � R2, por ejemplo, es un �angulo on v�ertie en x, ver Figura 9); oB) en asi todo punto x 2 N puede ser de�nida una forma uadr�atia no degenerada Qx reiente a lolargo de las �orbitas de S : QS(x)(S0xv)�Qxv > 0 (*) si v es ualquier vetor on origen en x. Una forma17



Figura 10: Cono invariante C(x).uadr�atia es determinada por una matriz Ax sim�etria siendo Qx : Rd ! R, de�nida por Qxv = vtAv;si A no tiene autovalores nulos, se die que Q es no degenerada.A) e B) son esenialmente equivalentes; en partiular observamos que el onjunto fv : Qxv > 0gonstituye un ono C(x). Si una de las ondiiones es veri�ada, el sistema din�amio (M;S; �) tieneexponentes de Liapunov no nulos �-asi todo punto.
Figura 11: a) Subespaios estables e inestables [Es;u(p)℄ y sus variedades loalesW s;u(p); b) Partiionesde Sn(W u(p)) por D; ) Zig-zag de variedades estables e inestables uniendo p; q:Las ondiiones para dar pruebas del segundo problema (uniidad de la omponente erg�odia) sonm�as omplejas. Intentaremos expliarlas en el ontexto de la hiperboliidad (no uniforme) probada porel m�etodo B), y suponiendo que d = 2. Si adem�as de B), el sistema (M;S; �) on M � IR2 veri�a lasondiiones siguientes, entones el sistema es erg�odio (ver [8℄ y [10℄):B1) para ada n 2 IN, las �orbitas on n iteraiones que omienzan y terminan en el onjunto de lassingularidades D onstituyen un onjunto �nito;B2) las tangentes a D est�an en los onos de vetores donde la forma uadr�atia Q es estritamentepositiva o negativa;B3) para asi todo punto de D, sus �orbitas entran de manera reurrente en regiones donde Q reeuniformemente. Esto signi�a que en la expresi�on (*) la diferenia es mayor que una onstante positivaÆ;B4) la medida de los puntos uyas variedades invariantes (estable e inestable) ortan D y tienen longitudmayor que �, es menor que te.�;B5) existe un x 2 H tal que su �orbita fSn(x)gn2ZZ pasa por todas las omponentes onexas por arosde N .Las variedades inestables loales W u(x), al evoluionar por S, se van partiendo al ortarse on D(reordamos que en D la funi�on S o su inversa no est�a de�nida). Estas ondiiones aseguran que a�unas��, los trehos ortados se haen su�ientemente largos al ontinuar iter�andolos: la hiperboliidadprevalee sobre el fraionamiento. El heho de que las variedades invariantes sean su�ientemente18



largas implia que podemos unir dos puntos de un entorno de asi todo punto on un zig-zag de arosestables e inestables; ver Figura 11.9 Probando la Hip�otesis de Boltzmann-SinaiLa prinipal di�ultad on el modelo de los gases, en su formulai�on billar��stia, es que si el obst�auloes no estritamente onvexo (ilindros, por ejemplo, ver Figura 12), no es simple probar la existeniade exponentes de Liapunov diferentes de ero; y es a�un m�as dif��il probar la uniidad de la omponenteerg�odia.

Figura 12: Obst�aulos il��ndrios que apareen en la formulai�on billar��stia del modelo de los gases.Krylov y Sinai ya hab��an observado que mientras un billar on obst�aulos estritamente onvexos seomportan omo un sistema din�amio \bien" hiperb�olio, uando los obst�aulos no son estritamenteonvexos, existe apenas hiperboliidad parial. Los obst�aulos de las Figuras 1, 8, 9 y 13 son estrita-mente onvexos (el billar es dispersor), mientras que los de las Figuras 12 y 14 son apenas onvexos (elbillar es semidispersor).Geom�etriamente, el meanismo de generai�on de hiperboliidad puede ser ilustrado on im�agenesinspiradas en la �optia, omo ya sugiri�eramos en la Sei�on 2 al de�nir omponentes foalizadoras ydispersoras de la frontera. Consideremos, omo en la Figura 13, un obst�aulo estritamente onvexoque o�ia de espejo. Consideremos tambi�en un frente de onda plano (que orresponde a dar un puntox = (Q; V ) en el espaio de faseM , onsiderar en el espaio de on�guraiones { donde realmente ourreel movimiento { un hiperplano � por Q y, en ada punto de ese hiperplano, tomar vetores paralelosa V ). Entones, luego que el frente de ondas alane el espejo, el se vuelve estritamente onvexo ylas distanias lineales medidas a partir de � son uniformemente expandidas. �Este es exatamente elmeanismo que genera la hiperboliidad uniforme en los billares. En este aso las di�ultades vienen,omo ya fue en parte observado, de la existenia de trayetorias tangentes que haen que el sistemapierda difereniabilidad.Si los obst�aulos no son estritamente onvexos apareen situaiones omo las de la Figura 14 en elhiperplano � no es urvada en todas las direiones: las trayetorias que hoan on una diretriz del19



Figura 13: Obst�aulo estritamente onvexo: un haz paralelo es ompletamente dispersado despu�es delhoque.ilindro (las retas paralelas al eje, en la �gura) salen paralelas, son \neutras", y por tanto no se separanni aumentan las distanias medidas a partir de �. Esta direi�on neutra puede desapareer debido aotros hoques on otros ilindros. El heho de que la hiperboliidad global (la expansi�on en todos lossentidos) sea obtenida a trav�es de muhos hoques on obst�aulos, lleva naturalmente a la introdui�ondel onepto de su�ienia de las trayetorias, uya desripi�on intuitiva damos a ontinuai�on.Sea S[a;b℄x un segmento �nito de trayetoria que no pasa por singularidades, o sea, tal que Sjx =2 Dpara j 2 [a; b℄. Sea Sax = (Q; V ) 2 P y onsideremos el hiperplano ~�(Sax) := f(Q+ dQ; V ) : dQ 2 IRd;peque~no, perpendiular a V g. Deimos que un segmento de trayetoria S[a;b℄x es su�iente si �(Sb~�)es estritamente onvexo Un punto del espaio de fase x 2 P es su�iente si su trayetoria es su�iente,o sea, si ontiene un segmento de trayetoria su�iente.Si el segmento de trayetoria no es su�iente, la urvatura de �(Sb~�) en �(Sbx) neesariamente seanula en alguna direi�on, formando el as�� llamado subespaio neutro. No es dif��il ver que en elentorno de un punto su�iente los exponentes de Liapunov relevantes son no nulos.Esas observaiones llevan al no trivialTeorema Fundamental de los Billares Semidispersores (Sinai- Chernov [17℄). Si en un billarsemidispersor se satisfaen las ondiiones geom�etrias y de hiperboliidad relaionadas on las singula-ridades (ver B1) - B4) en la Sei�on anterior), entones todo punto x 2 P su�iente tiene un entornoperteneiente a una omponente erg�odia del sistema (ver omentarios despu�es de los Teoremas de Pesin).A partir de ese teorema Sinai y Chernov probaron en 1987 que el sistema formado por N = 2 bolasen el d-toro es un sistema erg�odio.Los resultados posteriores fueron obtenidos por los matem�atios h�ungaros Kr�amli, Sim�anyi y Sz�asz,quienes entre 1990 y 1992 extendieron los resultados para tres y uatro bolas en el d-toro, on d � 2(ver [4℄, [5℄).La obteni�on de resultados muy dependientes del n�umero de bolas se debe a las di�ultades paraevitar el problema de la su�ienia al aumentar la dimensi�on del espaio en que se trabaja y el n�umerode ilindros.Esas di�ultades fueron resueltas de manera parial, muy reientemente por Sim�anyi y Sz�asz, intro-duiendo ondiiones que permiten analizar uan peque~no es el onjunto no su�iente (debe ser formadopor la uni�on de un onjunto numerable de variedades de odimensi�on mayor o igual a dos). Esa peque~nezrelativa permite obtener una ria estrutura de olisiones entre las bolas, asegurando las ondiiones aque se re�ere el teorema fundamental. 20



Figura 14: Obst�aulo no estritamente onvexo: existen direiones en que vetores del haz paraleloinidente no son dispersados.A�un as�� no onsiguieron probar el ar�ater erg�odio del sistema de bolas el�astias, sino s�olo la noanulai�on de los exponentes de Liapunov en asi todo punto. Eso permite apliar la segunda parte de losteoremas de Pesin, y deduir que existe un onjunto numerable de omponentes erg�odias. Los autoresomentan: \Our methods so far do not give the expeted global ergodiity.".Como novedad, estudian el movimiento de bolas de masas distintas ~m = (m1;m2; � � � ; mN ) 2 IRN+ ,al ontrario de todos los trabajos anteriores y de la hip�otesis original, donde las masas son iguales. Peroel teorema resultante vale para ~m fuera de un onjunto peque~no de IRN+ (~m no pertenee a una uni�onnumerable de subvariedades anal��tias propias).Sim�anyi y Sz�asz probaron el siguienteTeorema [12℄. Si N � 2; d � 2; ~m = (m1;m2; � � � ; mN ) 2 IRN+ son las masas de las bolas y sus radiosson iguales a r = R0(N; d) entones el sistema (M; S; �)~m tiene todos sus exponentes de Liapunovrelevantes no nulos si ~m est�a fuera de un onjunto \peque~no" de IRN+ .Este resultado fue mejorado en trabajos m�as reientes de Sim�anyi, quien prob�o que todo sistema debolas duras en un toro de ualquier dimensi�on es hiperb�olio y que en el toro de dimensi�on 2, asi todosestos sistemas son erg�odios.Los �ultimos progresos en la direi�on de probar la ergodiidad del modelo de Boltzmann-Sinai hallevado a la utilizai�on de herramientas re�nadas de geometr��a algebraia. Chernov, Sim�anyi y Sz�asz (ysus alumnos) ontin�uan trabajando en esos temas. Reientemente han apareido nuevas ompliaionesporque se ha probado que la urvatura de las variedades invariantes puede no ser aotada omo hastaentones se hab��a aeptado.Conlusi�onHoy en d��a no es lara la relevania para la F��sia de la Hip�otesis Erg�odia y de los resultados ma-tem�atios al respeto. Sin embargo, la disusi�on de su ontenido y su presentai�on rigurosa tuvo y tieneun impato muy grande tanto en la F��sia omo en la Matem�atia. Contribuyeron de manera funda-mental para el desarrollo de la Me�ania Estad��stia y de la Teor��a Erg�odia de los Sistemas Din�amiosy, de manera general, para el estudio formalizado de los movimientos a�otios.Agradeimientos. Con D�omokos Sz�asz y Nikolai Chernov mantuve interesantes onversaionessobre estos temas. Varias partes de estas notas est�an inspiradas en el art��ulo [18℄. Sylvie Oli�son, Sônia21
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