
Billares. Modelos 
on din�ami
as 
a�oti
asRoberto MarkarianResumenSe exponen en forma sen
illa las rela
iones del modelo de los gases de Boltzmann y su Hip�otesisErg�odi
a 
on la moderna Teor��a Erg�odi
a. Se da una des
rip
i�on de la formula
i�on matem�ati
a dela Teor��a de Billares y sus 
onse
uen
ias en el modelo de las bolas duras.1 Introdu

i�onEn los 
ursos elementales de f��si
a nos han ense~nado que un gas en un re
ipiente 
errado puede 
on
ebirse
omo mu
h��simas bolas peque~nas (mol�e
ulas) que se mueven y 
ho
an entre s��. Si no hay inter
ambiode energ��a 
on el exterior esta situa
i�on puede modelarse 
omo un sistema 
onservativo (hamiltoniano).Contrariamente a lo que uno esperar��a de esa des
rip
i�on tan elemental, el diagrama de fase, que in
luyelas posi
iones y velo
idades de todas las bolas, dista mu
ho de ser simple. Tanto el an�alisis te�ori
o 
omolas simula
iones 
omputa
ionales 
ada vez m�as a�nadas, dete
tan que los sistemas hamiltonianos t��pi
osmani�estan una extraordinaria riqueza din�ami
a donde 
oexisten hipersuper�
ies (toros) invariantes(
omportamientos integrables a los que se re�ere la llamada teor��a KAM) y una o varias regiones 
a�oti
as(no integrables).Ante esta 
omplejidad el f��si
o y el matem�ati
o deben ser modestos y 
ontentarse 
on el estudiode modelos simples en que s�olo uno de los 
omportamientos su
ede: o bien el espa
io de fase est�a
ompletamente laminado por toros invariantes o bien todo el espa
io es \f�a
ilmente"divisible en una
antidad �nita de 
onjuntos invariantes de medida no nula (
omponentes erg�odi
as).El modelo m�as simple de sistema hamiltoniano en que diversas manifesta
iones de la no integrabilidadson demostrables lo 
onstituye el sistema de las bolas duras (hard ball systems): una 
ole

i�on debolas de billar sin rota
i�on que intera
t�uan el�asti
amente entre s��. Este sistema y algunos rela
ionados
on �el, 
onstituyen modelos aut�enti
amente f��si
os en que varias leyes de la me
�ani
a estad��sti
a puedenser probadas rigurosamente.Como se ver�a en la Se

i�on 7 de este trabajo el sistema de las bolas duras es isomorfo a un sistemade billar 
on una sola part��
ula evolu
ionando en un espa
io de dimensi�on muy grande. Ella se muevelibremente (movimiento uniforme, iner
ial) 
on 
hoques el�asti
os (�angulo de entrada igual al de salida)
ontra obst�a
ulos �jos. La Hip�otesis Erg�odi
a { formulada ha
e m�as de 
ien a~nos por el f��si
o alem�anLudwig Boltzmann { se rela
iona dire
tamente 
on estos modelos me
�ani
os para expli
ar las propiedadesde los gases.En la Se

i�on 2 se dan algunas razones por las 
uales es interesante el estudio de la din�ami
a de losbillares. En la se

i�on 3 ser�an analizados 
on m�as detalle los billares planos y se dar�an ejemplos sobre sus
omportamientos. En las Se

iones 4 a 7 se sigue la evolu
i�on 
ronol�ogi
a que va de la formula
i�on f��si
aa la formula
i�on matem�ati
a de la Hip�otesis de Boltzmann y se intenta mostrar 
omo la formula
i�onmatem�ati
a de la Hip�otesis se rela
iona 
on el desarrollo de las �areas de la matem�ati
a 
ono
idas enla a
tualidad por los nombres Teor��a Erg�odi
a, Transforma
iones Cont��nuas 
on Singularidades y, enparti
ular, Teor��a de Billares. En la Se

i�on 4 se da la formula
i�on f��si
a de la Hip�otesis y en la 5 sepresentan los elementos de su formula
i�on matem�ati
a. En la Se

i�on 7 se des
riben el modelo de losgases a trav�es de los billares y otros modelos f��si
os rela
ionados 
on �el . La di�
ultad en la presenta
i�onaumenta a partir de la Se

i�on 7. En la �ultima Se

i�on resumimos y 
omentamos los prin
ipales resultadosexa
tos re
ientes vin
ulados a la formula
i�on matem�ati
a de la Hip�otesis de Boltzmann.2 La Belleza de los BillaresComenzamos dando la de�ni
i�on de billares planos para as�� tener un objeto matem�ati
o al 
ual referirnos.1



Todo fen�omeno que evolu
iona en el tiempo puede ser 
onsiderado 
omo un sistema din�ami
o.Diremos que un tal sistema es determin��sti
o si las reglas de evolu
i�on para el futuro (y/o para elpasado) son 
ono
idas 
on pre
isi�on o sea, si 
ono
ido el estado del sistema en un momento ini
ial, se
ono
e el estado en 
ualquier tiempo futuro (y/o pasado). Un billar plano es el sistema din�ami
o quedes
ribe el movimiento de una part��
ula puntual en un 
onjunto 
ompa
to 
onexo Q � IR2 (o en el toroTj 2), 
uya frontera es la uni�on de un n�umero �nito de 
urvas regulares, por ejemplo C3. Dentro de Qel movimiento es uniforme (velo
idad 
onstante) y la re
exi�on en la frontera �Q es el�asti
a (�angulo desalida igual al de entrada).

Figura 1: Billar en el toro.En la Figura 1 est�a representado el movimiento de una part��
ula en Tj 2 
on un obst�a
ulo 
ir
ular:
uando la part��
ula llega al borde del 
uadrado, podemos ha
erla rebotar 
on 
hoque el�asti
o (
omo sifuese un billar 
uadrado 
on obst�a
ulo 
ir
ular) o, 
omo est�a he
ho en la �gura, la ha
emos reapare
eren el lado opuesto. Esta �ultima representa
i�on 
orresponde al movimiento en el toro donde el �uni
oobst�a
ulo es el 
��r
ulo.

Figura 2: Espa
io de 
on�gura
i�on del billar. Si x0 = (q0; v0), enton
es t(x0) = distan
ia (q0; q1):2



Como el movimiento es uniforme dentro de Q, el sistema del billar queda determinado por sussu
esivos 
hoques 
on �Q y, en lugar del 
ujo a tiempo 
ont��nuo, podemos 
onsiderar la transforma
i�onque a 
ada punto de la frontera y a 
ada ve
tor de salida les ha
e 
orresponder los del pr�oximo 
hoque(si estuviera bien de�nido). As��, a 
ada punto (q0; v0) 2 �Q � S1 
orresponde un punto (q1; v1) en elmismo espa
io produ
to (aqu��, S1 es media 
ir
unferen
ia [��=2; �=2℄ de radio uno). Ver Figura 2.Los ar
os de frontera son llamados dispersores si son 
onvexos vistos desde dentro de la mesade billar (
omo la 
ir
unferen
ia de la �gura 1), son llamados fo
alizadores si son 
�on
avos vistosdesde dentro de la mesa (
omo una 
ir
unferen
ia vista desde dentro) y son llamados neutros si sonsegmentos de re
ta. Los llamamos dispersores y fo
alizadores porque un haz de traye
torias paralelas es\dispersado" o \fo
alizado", respe
tivamente, al 
ho
ar 
on 
ada uno de ellos. Por favor tome un l�apizy papel y haga un dibujo 
on ha
es paralelos in
idiendo sobre ar
os de 
ada uno de esos tipos.En general los billares son sistemas din�ami
os que 
orresponden al movimiento uniforme de un puntomaterial sobre una variedad riemanniana, 
on 
hoque el�asti
o en la frontera. Por tanto son 
ujosgeod�esi
os en variedades 
on bordes. Las 
ara
ter��sti
as espe
���
as de los billares apare
en 
uando elpapel de la frontera (
urvatura, posi
i�on relativa, et
.) es mu
ho m�as importante que el de la variedadsubya
ente.En los �ultimos treinta a~nos la Teor��a de Billares se ha desarrollado prin
ipalmente debido a lassiguientes razones:1. Algunas 
lases de billares presentan un fuerte 
omportamiento 
a�oti
o y pueden ser 
onsideradosentre los mejores ejemplos de 
aos determin��sti
o;2. Mu
hos ejemplos interesantes de sistemas din�ami
os de origen f��si
o (espe
ialmente aquellos en quela intera

i�on entre part��
ulas envuelve 
hoques el�asti
os) pueden ser redu
idos a billares. Algunos deestos ejemplos ser�an estudiados a partir de la Se

i�on 4;3. Importantes problemas en la teor��a de 
aos 
u�anti
o involu
ran un an�alisis profundo de los billares
l�asi
os;4. El estudio de los billares sugiere mu
hos problemas bonitos e interesantes en geometr��a y probabilidad.A 
ontinua
i�on nos referiremos a algunos de estos problemas. Presentaremos los resultados parabillares planos, aunque son v�alidos, 
on las debidas adapta
iones, para billares en 
ualquier dimensi�on.Consideremos dos ar
os de 
urvas dispersoras que se 
ruzan en un punto V , formando un v�erti
ede la mesa de billar. Existen traye
torias que van dire
tamente al v�erti
e. Cualquier traye
toria queentra en el \�angulo" del v�erti
e V , y no va dire
to ha
ia �el, 
omenzar�a a salir en alg�un momento: eln�umero de 
hoques 
er
a del v�erti
e es �nito. M�as a�un, si las 
urvas dispersoras no son tangentes, eln�umero de 
hoques 
er
a del v�erti
e tiene una 
ota superior �nita. O sea, dado un n�umero peque~no ",existe un n�umero C (que depende del �angulo entre ambas 
urvas, de sus 
urvaturas y de ") tal que todatraye
toria que pasa a una distan
ia menor que " del v�erti
e, a
abar�a saliendo despu�es de a lo m�aximoC 
hoques. En la Se

i�on 7 daremos una f�ormula expl��
ita para un 
aso parti
ular de esta situa
i�on.Si las 
urvas son tangentes, en general existen traye
torias que se mantienen pr�oximas al v�erti
e por la
antidad de 
hoques que se desee. En este 
aso el n�umero de 
hoques es �nito pero no hay una 
otasuperior C.Es tambi�en interesante 
al
ular, para 
ualquier billar, la distan
ia media de las longitudes t de lossegmentos de traye
toria entre dos 
hoques. O sea, tomamos todos los posibles puntos de partida y,
on alg�un 
riterio estad��sti
o razonable, efe
tuamos la media de las longitudes hasta el pr�oximo 
hoque.El resultado de esta traye
toria libre media (mean free pass), que ser�a de�nida rigurosamente m�asadelante, es �m = � �area de la mesa de billarlongitud del borde del billar :
3



3 Billares planosFijemos un origen en la frontera a partir del 
ual mediremos su longitud de ar
o; sean �Qi las 
ompo-nentes regulares de la frontera (que se 
ortan en los \v�erti
es", formando los \�angulos" del billar) yn(q) el versor normal interior a �Qi en q 2 �Qi. Enton
es, el espa
io de fase donde est�a de�nido elsistema din�ami
o puede ser parametrizado por la longitud de ar
o s y por el �angulo � entre el versor v desalida y n(q). Para simpli�
ar la 
omprensi�on, supongamos ini
ialmente que la mesa no tiene obst�a
ulosen su interior y que la longitud total de �Q sea L. Enton
es el espa
io de fase estar�a 
ontenido en un
ilindro R que se obtiene identi�
ando de manera natural las posi
iones s = 0 
on s = L. Es en esteespa
io que representaremos el movimiento de una part��
ula material 
ho
ando 
ontra los bordes de lamesa de billar. Es 
laro que lo que se representa son los 
hoques y que los trozos de traye
torias(segmentos entre un 
hoque y otro) s�olo ser�an visibles en el espa
io de 
on�gura
iones, esto es, enla propia mesa del billar.Sea S la transforma
i�on del billar tal que S(s0; �0) = (s1; �1), donde s0 y s1 son las 
oordenadasde los puntos q0 y q1 de salida y llegada (respe
tivamente) en la frontera y �0, �1 son los �angulos desalida de las traye
torias en q0 y q1 respe
tivamente. La fun
i�on S (o su inversa) no est�a bien de�nida siq1 o q0 est�a en un v�erti
e de la frontera y es dis
ont��nua en los puntos en que la traye
toria es tangenteal borde. Obs�ervese que la derivada de S no est�a a
otada en estos puntos de tangen
ia.En efe
to, si ~x1 = (~q1; ~v1) = T (~x0) est�a de�nida para ~x0 = (~q0; ~v0) enton
es para todo x0 = (q0; v0)en un peque~no entorno de ~x0 la matriz derivada en las 
oordenadas (s; �) est�a dada por (ver [9℄, [2℄):DT (x0) = � t0K0+
os �0
os �1 t0
os �1K1 t0K0+
os �0
os �1 +K0 K1t0
os �1 + 1 ! ; (1)donde Ki = K(xi); i 2 IN son las 
urvaturas de �Q en qi y t0 es la distan
ia entre q0 y q1, o sea lalongitud del trozo de traye
toria entre x0 y x1. En esa f�ormula la 
urvatura de los ar
os dispersores espositiva y la de los ar
os fo
alizadores negativa. Obs�ervese que los 
oe�
ientes de esta matriz tienden ain�nito 
uando la imagen de (q0; v0) por S tiende a ser tangente a �Q (o sea, 
uando �1 se aproxima a��=2).Los segmentos verti
ales determinados por los v�erti
es de la frontera, los puntos de tangen
ia ylas im�agenes y preim�agenes por S de todos estos segmentos se denominan singularidades de S y lasrepresentamos por D.Con esas restri

iones la transforma
i�on S es diferen
iable, 
on inversa diferen
iable (difeomor�smoC2) en el 
onjunto M que se obtiene retirando D de R.Adem�as, esa transforma
i�on preserva la medida d� = 
 
os �dsd� (
 = 1=(2L) es una 
onstantede normaliza
i�on). Esto signi�
a que si �(A) = RA 
 
os �dsd�, enton
es �(A) = �(S�1A) para todo
onjunto boreliano A: la �-medida de los 
onjuntos borelianos del espa
io de fase no var��a 
uando los\movemos" por S. Es 
on respe
to a esta medida est�andar que ha
emos todas las medias y estudiosprobabil��sti
os de los billares. En parti
ular, la traye
toria libre media, 
uya de�ni
i�on fue dada al �nalde la Se

i�on anterior, es 
al
ulada de la siguiente manera: �m = RM t(x)d�(x) donde t(x) es la longitudde la traye
toria entre los puntos x = (s; �) y Sx (esto es, entre un 
hoque y el siguiente).Todas esas 
ara
ter��sti
as de la transforma
i�on de billar en regiones a
otadas, 
onexas, 
uyos bordesest�an formados por un n�umero �nito de 
urvas C3 en el plano, son v�alidas tambi�en { 
on las debidasadapta
iones { para los billares en IRd o en Tj d, el toro de dimensi�on d para 
ualquier d � 2.Veamos algunos ejemplos de billares planos.C��r
ulos. Consideremos en primer lugar la mesa de billar 
uyo borde es una 
ir
unferen
ia. Se sabeque para una part��
ula que sale 
on �angulo �0, todos los 
hoques o
urrir�an 
on ese mismo �angulo y portanto la representa
i�on de los puntos de esa traye
toria en el espa
io de fase estar�a 
ontenida en unare
ta horizontal. Los segmentos de traye
toria entre un 
hoque y otro tendr�an todos la misma longitud,y ser�an tangentes a una misma 
ir
unferen
ia. El le
tor interesado puede proponerse 
omo ejer
i
io4



des
ubrir 
u�ales traye
torias son peri�odi
as y 
u�ando una traye
toria 
ubre densamente un segmento dere
ta horizontal.Veamos estos y otros problemas 
on un enfoque m�as formal. Sea Q el dis
o de radio uno. Lasuper�
ie M = �Q� [��=2; �=2℄ (
on 
oordenadas s; �) es un 
ilindro 
uya base es una 
ir
unferen
iade longitud 2� y altura �.Para ver 
�omo a
t�ua la transforma
i�on S : M ! M , sea x = (s; �) 2 M . La siguiente re
exi�ono
urrir�a en el punto Sx = (s+��2�; �), y la n-�esima re
exi�on Snx = (s+n(��2�); �): En esta f�ormulase supone que s es una 
oordenada 
��
li
a s, i.e. s + n(� � 2�) se toma m�odulo 2�. Dos 
on
lusionessurgen de inmediato.(i) El �angulo de re
exi�on � es mantenido por S, i.e. toda 
urva � = 
onstante en M es invariante porS. Cada una de esas 
urvas es un 
��r
ulo paralelo a la base del 
ilindro M .(ii) La transforma
i�on S restringida a 
ualquier 
urva � = 
onstante la ha
e rotar por un �angulo
onstante, � � 2�. Por tanto, S a
t�ua 
omo una rota
i�on en el 
��r
ulo sobre 
ada 
urva invariante.Tambi�en observamos que la distan
ia entre dos 
hoques t(x) = 2 
os � es 
onstante sobre 
ada 
��r
ulo� = 
onstante . Todos los trozos entre dos 
hoques de una traye
toria que 
omienza 
on �angulo dado �son tangentes a un 
��r
ulo de radio R = sen � 
on
�entri
o 
on la mesa de billar. Ver Figura 3.Si el �angulo de rota
i�on � � 2� es un m�ultiplo ra
ional de �, i.e. si ��2�2� = mn 
on m;n 2 ZZ,enton
es la transforma
i�on S sobre el 
��r
ulo � = 
onstante es peri�odi
a 
on per��odo n. M�as a�un, 
adapunto sobre este 
��r
ulo es peri�odi
o 
on el mismo per��odo.Si el �angulo de rota
i�on �� 2� es irra
ional, i.e. si �=� es un n�umero irra
ional, enton
es la rota
i�onen el 
��r
ulo es erg�odi
a y 
ada traye
toria es densa y uniformemente distribuida en el 
��r
ulo. En ese
aso los trozos de 
ualquier traye
toria en el espa
io de 
on�gura
iones llenan densamente el anillo dela mesa de billar 
on radio interior R = sen � (ver Figura 3).

Figura 3: Traye
toria en el billar 
ir
ular.Se ve 
laramente en la Figura 3 que los trozos de traye
toria se ven m�as densos 
er
a del 
��r
ulointerior. Si nuestra traye
toria de billar fueran pasajes de un rayo laser y el borde de la mesa de billar Qfuera un espejo perfe
to, habr��a \mu
ho 
alor" all��, 
er
a del 
��r
ulo interior. Por esta raz�on el 
��r
ulointerior es llamado una 
�austi
a (lo 
ual signi�
a \que se quema"). En general, una 
�austi
a para unbillar es una 
urva tal que si un trozo de traye
toria es tangente a ella, enton
es todo otro trozo de lamisma traye
toria es tangente a la 
�austi
a.Dado que la super�
ie M est�a laminada por 
urvas invariantes � =
onst, la transforma
i�on S tiene5




onjuntos invariantes de medida no total (se di
e que no es erg�odi
a) porque 
ualquier 
onjunto que esuni�on de 
urvas S-invariantes es S-invariante. Otra manera de ver la no ergodi
idad es en
ontrar unafun
i�on invariante no 
onstante. En este 
aso, la fun
i�on F : M ! IR de�nida por F (r; �) = � es unafun
i�on suave no 
onstante invariante por S, i.e. satisfa
e F (Sx) = F (x) para todo x 2M .De�ni
i�on. Si un sistema din�ami
o suave S : M ! M sobre una variedad M admite una fun
i�onsuave no 
onstante invariante por S, enton
es F es llamada una integral primera y se di
e que S esintegrable.Si S : M ! M es integrable, enton
es toda 
urva de nivel S
 = fF (x) = 
g es S-invariante, i.e.M puede ser foliada (laminada) por hipersuper�
ies invariantes. Si dimM = d y S : M ! M admited � 1 integrales primera independientes F1; : : : ; Fd�1, enton
es M puede ser foliada por subvariedadesde dimensi�on uno S-invariantes fF1(x) = 
1; : : : ; Fd�1(x) = 
d�1g, donde 
1; : : : ; 
d�1 2 IR.De�ni
i�on. SiM puede ser foliada por subvariedades de dimensi�on uno (
urvas) S-invariantes, enton
esse di
e que S es 
ompletamente integrable.El billar en el 
��r
ulo es 
ompletamente integrable. Su derivada y la de su poten
ia n-�esima paratodo n 2 ZZ, son DS(x) = � 1 �20 1 � DSn(x) = � 1 �2n0 1 � (2)Esto sale de (1), 
on �1 = �, � = 2 
os � y K = �1. En ning�un sentido se puede de
ir que el billar enel 
��r
ulo es 
a�oti
o. En parti
ular (ver Se

i�on 8) las f�ormulas anteriores permiten probar que ambosexponentes de Liapunov son 
ero en 
ualquier punto x 2M y, 
omo 
onse
uen
ia, que la entrop��a de Ses nula.Obs�ervese, sin embargo, que ve
tores tangentes t��pi
os 
re
en bajo la a

i�on de DSn 
uando n!1,pero s�olo linealmente en n (y no exponen
ialmente). Estas transforma
iones, donde la separa
i�on detraye
torias 
er
anas son t��pi
amente lineales, se di
e que exhiben 
omportamiento parab�oli
o, 
omo
ontrapuesto al hiperb�oli
o que ser�a expuesto en la Se

i�on 6.
Figura 4: C�austi
as el��pti
as e hiperb�oli
asElipses. Si la mesa de billar tiene 
omo borde una elipse de semieje verti
al 
on longitud uno y semiejehorizontal 
on longitud a > 1, la situa
i�on se 
ompli
a un po
o y habr�a esen
ialmente dos tipos detraye
torias.Si un trozo de traye
toria 
orta al eje menor entre un fo
o y el v�erti
e m�as pr�oximo, esta propiedad
ontinuar�a veri�
�andose para los otros trozos de traye
torias que 
ortan ese eje. Adem�as, todos los trozosde traye
toria ser�an tangentes a una elipse interior 
on los mismos fo
os que la frontera. De a
uerdo 
onla de�ni
i�on dada anteriormente esta elipse 
onfo
al es una 
�austi
a del billar. Ver Figura 4. Obs�erveseque si a = 1 la elipse es una 
ir
unferen
ia y 
ada una de esas 
�austi
as tambi�en.6



Si un trozo de traye
toria 
orta al eje menor entre los dos fo
os, todos los otros trozos tambi�en lohar�an, y las re
tas que 
ontienen esos trozos son tangentes (en puntos dentro o fuera de la mesa el��pti
a)a una 
�austi
a hiperb�oli
a. Este tipo de 
�austi
as no se dan en la 
ir
unferen
ia.Una pregunta surge naturalmente: >qu�e su
ede 
on las traye
torias que pasan por los fo
os? Larespuesta es a�un m�as simple que en los 
asos anteriores: despu�es de 
ho
ar 
on la elipse la part��
ulase dirigir�a al otro fo
o y as�� su
esivamente. Estas traye
torias que pasan por los fo
os \separan" los
omportamientos anteriores (
on 
�austi
as el��pti
as e hiperb�oli
as) y son muy importantes en el estudiode la din�ami
a de este billar y de otros rela
ionados 
on �el. Todos los resultados sobre 
�austi
as 
onfo
alesy traye
torias que pasan por fo
os son 
onse
uen
ias del llamado Teorema de Pon
elet de la Geometr��aProye
tiva.Hay dos �orbitas peri�odi
as distinguidas, una sobre el eje mayor y otra sobre el eje menor de la elipse.El espa
io de fase es el 
ilindroM 
on base la elipse y altura �. Si representamos algunas traye
toriasde 
ada tipo en el espa
io de fase veremos que las m�as pare
idas 
on las de la 
ir
unferen
ia son las delprimer tipo (
�austi
as el��pti
as); en realidad �estas apare
en 
omo deforma
iones de las re
tas invariantes� =
onst del billar 
ir
ular. Las traye
torias del segundo tipo est�an 
ontenidas en 
urvas 
erradasalrededor de dos puntos del espa
io de fase que 
orresponden a las traye
torias peri�odi
as que se muevena lo largo del eje menor (verti
al). Estas traye
torias llenan las dos regiones en M limitadas por la
urva 
on la forma del s��mbolo 1 en la Figura 5. Las traye
torias que pasan por los dos fo
os est�anrepresentadas sobre dos 
urvas (\separatri
es" de los dos movimientos prin
ipales) que unen los dospuntos peri�odi
os de las traye
torias que est�an sobre el eje mayor. Estas 
urvas 
erradas separatri
esen el 
ilindro M son las que forman el s��mbolo 1 en Figura 5.

Figura 5: Espa
io de fase M del billar el��pti
oPor tanto, la super�
ie M est�a 
ompletamente foliada por 
urvas invariantes. En este sentido, elbillar el��pti
o es similar al 
ir
ular: ambos son 
ompletamente integrables.Sobre 
ada 
urva invariante la transforma
i�on S (o S2) es 
onjugada a una rota
i�on del 
��r
ulo 
onalg�un �angulo (llamado el n�umero de rota
i�on). Este n�umero 
ambia 
ontinua y mon�otonamente 
onla 
urva invariante. La 
urva espe
ial 
on forma de s��mbolo 1 que separa las 
�austi
as hiperb�oli
as yel��pti
as, la separatriz, es invariante por S, pero no rota. Por el 
ontrario, toda traye
toria 
omenzandoen la separatriz 
onverge (tanto en el futuro 
omo en el pasado) a la �orbita 2-peri�odi
a que est�a sobre eleje mayor.La f�ormula para la derivada de S en las 
oordenadas s; � es 
ompli
ada y no nos dar�a mu
ha in-forma
i�on a nuestros a
tuales efe
tos. Pero se pueden elegir unas 
oordenadas 
urvilineas espe
ialesen M (no v�alidas sobre la separatriz) 
on un eje a lo largo de las 
urvas invariantes, en que la matrizDS es triangular y tiene unos en la diagonal. Y podremos sa
ar las mismas 
on
lusiones que sa
amosde la f�ormula (2): los exponentes de Liapunov y las entrop��as son nulas; para 
ualquier est�andar la7



transforma
i�on S no es 
a�oti
a.El 
omportamiento din�ami
o de la transforma
i�on S, dejando de lado la separatriz y las �orbitasperi�odi
as distinguidas, es parab�oli
o, 
omo en el 
aso del billar 
ir
ular. Pero ahora tenemos otras
lases de fen�omenos. La traye
toria peri�odi
a sobre el eje mayor atrae o repele a los puntos de laseparatriz (se di
e que la variedad estable o inestable de los puntos peri�odi
os est�an sobre la separatriz,y que estos puntos son hiperb�oli
os (Se

i�on 6). La otra �orbita peri�odi
a distinguida, sobre el eje menorno es ni hiperb�oli
a ni parab�oli
a, es el��pti
a.De�ni
i�on. Sea x un punto peri�odi
o, i.e. Snx = x para alg�un n � 1. Si la derivada DSn(x) tiene unvalor propio 
omplejo (no real) en el 
��r
ulo unidad, enton
es se di
e que el punto x es el��pti
o.En este 
aso, 
uando dimM = 2, enton
es la transforma
i�on derivada DSn es una rota
i�on 
on alg�un�angulo. Un entorno de x 
ontiene fre
uentemente mu
has 
urvas 
erradas Sn-invariantes (son 
urvas
omo elipses, de all�� viene el nombre de el��pti
o). Estos he
hos est�an rela
ionados 
on la teor��a KAMmen
ionada anteriormente. Nuestra traye
toria peri�odi
a sobre el eje menor es el��pti
a y hay un granentorno 
ompletamente foliado por �ovalos invariantes por S2. Por tanto, el billar dentro de una elipsetiene una 
ombina
i�on de estru
turas parab�oli
as, hiperb�oli
as y el��pti
as.Estadios. En el billar el��pti
o el espa
io de fase no tiene singularidades \visibles"; no hay v�erti
esdel billar porque la frontera es una �uni
a 
urva regular, y las traye
torias tangentes no existen dentrodel billar, porque est�an restringidas a los puntos � = ��=2 del espa
io de fase. Esto quiere de
ir queel 
onjunto D de las singularidades est�a formado por apenas dos segmentos y que el espa
io M es un
ilindro 
on altura � y sin los bordes superior e inferior.

Figura 6: El estadio el��pti
oAhora modi�quemos un po
o la situa
i�on 
ortando la elipse a lo largo del eje menor, separando estasdos mitades y pegando las puntas libres 
on dos segmentos de longitud 2h. Tendremos el estadio el��pti
ode la Figura 6. Si a = 1 las 
urvas de los extremos son semi
ir
unferen
ias y el estadio se llama deBunimovi
h, por ser �este el nombre del primer matem�ati
o que lo estudi�o en detalle.Nuevamente, las traye
torias tangentes no apare
en dentro del espa
io de fase del billar. Pero ahoratenemos 
uatro v�erti
es en los puntos donde los extremos de las semielipses se to
an 
on los segmentosde re
ta. En esos puntos la frontera tiene derivada primera 
ont��nua, pero su 
urvatura (que est�adire
tamente rela
ionada 
on la segunda derivada) es dis
ont��nua. Enton
es, si la longitud de mediaelipse es m, la longitud total de la frontera es L = 2m+4h, y si 
omenzamos a medir la longitud de ar
oa partir de uno de los (antiguos) v�erti
es del semieje menor de la elipse, el espa
io de fase ser�a 
omo enla Figura 7. En ella hemos representado tambi�en el 
onjunto de los puntos 
uyas im�agenes por S est�anen los puntos 
on s = 0 (re
u�erdese que el �angulo � es medido a partir del ve
tor de salida ha
ia lanormal interior). El aspe
to de 
ada 
urva var��a de a
uerdo 
on el valor a (longitud del semieje mayor).Aqu�� representamos el 
aso en que a es muy pr�oximo a 1. El le
tor interesado puede intentar ver 
omoesa 
urva se modi�
a 
uando a aumenta. 8



Figura 7: Espa
io de fase del estadio el��pti
o. Se indi
an las 
urvas de los puntos 
uyas im�agenes est�anen el v�erti
e inferior del eje menor de la semielipse de la dere
ha.Esa 
urva y las que son preim�agenes o im�agenes por S de los \v�erti
es"s = m;m + 2h; 2m + 2hson obtenidas por diversas simetr��as a partir de la dibujada. Ellas forman parte del 
onjunto D de lassingularidades. Enton
es el 
onjuntoM , que originalmente pare
��a ser un simple 
ilindro, qued�o divididoen varias partes 
uyos bordes son esas 
urvas. El estudio de 
�omo ellas se 
ortan y se distribuyen enel 
ilindro original es fundamental para entender el 
omportamiento estad��sti
o de la din�ami
a de losbillares.En el 
aso del estadio el��pti
o las traye
torias son mu
ho m�as 
ompli
adas que en el 
aso de laelipse. Hay in�nitas traye
torias 
on per��odo dos entre los lados paralelos; hay traye
torias que pasande una media elipse a la otra, 
ambiando el sentido de su 
ir
ula
i�on. El 
omportamiento generaldepende mu
ho de los valores de a y h. Esto ser�a visto 
on un po
o m�as de detalle en la se

i�on 7. Porejemplo, la representa
i�on de una simula
i�on de 150.000 itera
iones de una �uni
a traye
toria del billar
on a = 1:24; h = 1:04 pare
e distribuirse 
asi uniformemente en el espa
io de fase . En el trabajo [11℄se estudian mu
has propiedades del estadio el��pti
o.4 La Hip�otesis de BoltzmannEn 1964 Werner Heisenberg a�rm�o que \Un f��si
o te�ori
o se siente mejor si no hay objetos matem�ati
osrigurosamente de�nidos por detr�as de sus 
onsidera
iones.". Seguramente en ese momento ten��a enmente los primeros a~nos da la Me
�ani
a Cu�anti
a, pero esa frase puede igualmente ser apli
ada a la obrade Ludwig Boltzmann. Y no s�olo a su Hip�otesis Erg�odi
a, de la que trata la parte sustan
ial de lo queresta de este art��
ulo, sino a otros temas estudiados por �el.Corresponde tambi�en re
ordar que, motivado por las e
ua
iones de Boltzmann, David Hilbert in
luy�oen su 
�elebre 
ole

i�on de 23 problemas (presentada en el Congreso Interna
ional de Matem�ati
a quetuvo lugar en Paris, en 1900) el denominado \Tratamiento Matem�ati
o de los Axiomas de la F��si
a".Sobre esto es
ribi�o: \es muy deseable que la dis
usi�on de los fundamentos de la Me
�ani
a sea tomadatambi�en por los matem�ati
os. As�� el trabajo de Boltzmann sobre los prin
ipios de la Me
�ani
a sugiereel problema del desarrollo matem�ati
o de los pro
esos limite all�� meramente indi
ados, que llevan de lavisi�on atom��sti
a a las leyes del movimiento 
ont��nuo".9



Entre 1870 y 1884 Boltzmann us�o varias formas de la Hip�otesis Erg�odi
a.1 Una formula
i�on avanzadaser��a:Hip�otesis Erg�odi
a de Boltzmann. Para grandes sistemas de part��
ulas intera
tuando en equilibrio,las medias temporales est�an pr�oximas de las medias espa
iales.Creo que viene al 
aso ha
er algunos 
omentarios sobre esa formula
i�on. Por \grandes sistemas depart��
ulas intera
tuando en equilibrio" se entiende un sistema 
on mu
has part��
ulas que no re
ibenin
uen
ias externas; por ejemplo, un n�umero muy grande de part��
ulas que 
ho
an 
on las paredes
ompletamente r��gidas de una 
aja y entre si, sin in
iden
ia de otros fa
tores. Las \medias temporales"son las promedios de los valores observados (medi
iones) de una fun
i�on num�eri
a, al pasar el tiempo;�este se mide en alguna unidad que 
orresponda a la es
ala del problema. Si el modelo matem�ati
o delfen�omeno es des
rito por una e
ua
i�on diferen
ial, sus solu
iones estar�an dadas por un 
ujo y la evolu
i�onser�a a tiempo 
ont��nuo; pero si el modelo est�a dado por una transforma
i�on (un mapa, una fun
i�on) laevolu
i�on del tiempo no es 
ont��nua, es dis
reta. En este art��
ulo seguiremos trabajando 
on este �ultimotipo de modelo porque el tiempo ser�a medido por el n�umero de ve
es que se apli
a la transforma
i�onestudiada. Sn indi
ar�a la apli
a
i�on su
esiva de la transforma
i�on S, n ve
es; por tanto aqu�� n es el\tiempo". Enton
es sumamos los valores medidos al trans
urrir un largo tiempo T , y dividimos porT (que es un n�umero entero: T 2 ZZ). Las \medias espa
iales" 
onsisten de medias (integrales) demedi
iones (o registros) simult�aneos en todos los puntos 
on respe
to a una medida 
on sentido f��si
o enel espa
io de fase. Las fun
iones medidas pueden ser, por ejemplo, la temperatura o la presi�on.Observa
i�on: los f��si
os entienden las medias espa
iales 
omo promedio de equilibrio (mi
ro
an�oni
o),o sea, 
on respe
to a la medida de Liouville en la subvariedad del espa
io de fase determinada por losinvariantes triviales del movimiento. A esta medida nos referimos en el 
omentario anterior.Introdu
idos esos 
on
eptos matem�ati
os, podemos ha
er una presenta
i�on m�as pre
isa de la Hip�otesisErg�odi
a. Ella estable
e que si f es una medi
i�on { una fun
i�on en el espa
io de fase del sistema { y eltama~no del sistema { el n�umero N de part��
ulas { tiende a in�nito, enton
es1T T�1Xn=0 f(Snx)! ZM f(x)d�(x) (3)donde � es una medida de equilibrio y Snx es la evolu
i�on temporal del punto x en el espa
io de fase.Vemos inmediatamente que f y � tambi�en dependen de N , y por tanto una formula
i�on matem�ati
arigurosa deber��a espe
i�
ar el signi�
ado de 
onvergen
ia en (3). Vamos en bus
a de ese signi�
ado.5 En
ontrando un objeto y un problema matem�ati
os (de Boltz-mann a Von Neumann: de 1870 a 1931)Llev�o mu
ho tiempo para que el objeto matem�ati
o de la Hip�otesis Erg�odi
a fuese en
ontrado. S�oloen 1929 Koopmam 
omenz�o a investigar grupos de transforma
iones que preservan medidas, o sea,transforma
iones que llevan 
onjuntos en otros que miden lo mismo. Esos progresos fueron pre
edidospor los �exitos de la Teor��a de la Medida, la 
ual, en otro sentido, permitir��a a Kolmogorov en 1933estable
er los fundamentos axiom�ati
os de la Teor��a de la Probabilidad.M�as pre
isamente, sea M un espa
io abstra
to, el espa
io de fase del sistema, y � una medidade probabilidad sobre una �-�algebra de M . La din�ami
a est�a dada por la apli
a
i�on su
esiva de unatransforma
i�on S (o su inversa S�1), que preserva medida. Esto signi�
a que para todo 
onjunto del�-�algebra, A �M , y para todo n 2 ZZ; �(SnA) = �(A).Finalmente, sea f :M ! IR una fun
i�on (u observable) razonablemente regular, por ejemplo, perte-ne
iente al espa
io de las fun
iones de 
uadrado integrable: R f2(x)d�(x) <1; en este 
aso se di
e quef 2 L2(�).1La palabra erg�odi
a, usada en este 
ontexto, proviene del griego ergon (trabajo) y odos (
amino, paso).10



De esa forma el objeto matem�ati
o { (M;S; �), 
on las fun
iones f { est�a de�nido.En el mismo a~no (1929) Von Neumann prob�o el primer teorema erg�odi
o, el 
ual estable
e que lamedia temporal de una fun
i�on f a lo largo de una traye
toria que pasa por un punto x tiene l��mite~f(x):Teorema Erg�odi
o. Cuando T !1,1T T�1Xn=0 f(Snx)! ~f(x) ; siendo la 
onvergen
ia en el sentido L2(�):En 1931 Birkho� y Khin
in separadamente probaron la misma f�ormula, pero 
on 
onvergen
ia para
asi todo x en el sentido de la medida �, o sea, que esa 
onvergen
ia se da para todos los puntos de Mex
epto los que est�an en un 
onjunto 
on �-medida nula. La fun
i�on l��mite ~f(x), que normalmente esllamada media de Birkho�, es tal que su integral (sobre todo el espa
io) tiene el mismo valor que la def : RM ~f(x)d�(x) = RM f(x)d�(x):Dado que el t�ermino que depende de T es exa
tamente el promedio temporal que apare
e en laHip�otesis de Boltzmann, esta pas�o a tener un signi�
ado pre
iso inmediatamente despu�es de formulado elTeorema Erg�odi
o: en grandes sistemas de part��
ulas intera
tuando en equilibrio, las medias temporales~f(x) no dependen de x. Observe que, 
omo � es una medida de probabilidad, si ~f(x) fuera 
onstante,
uando integramos 
on respe
to a � obtendremos el mismo valor ~f(x) y, por la observa
i�on �nal delp�arrafo anterior, resulta ~f(x) = RM ~f(x)d�(x) = RM f(x)d�(x):La propiedad de que en un sistema las medias de Birkho� no dependan del punto ini
ial x fue
onsiderada muy importante desde el 
omienzo, a tal punto que los sistemas (M;S; �) que veri�
an estapropiedad re
iben el nombre de erg�odi
os.De�ni
i�on: Ergodi
idad. El sistema (M;S; �) es erg�odi
o si para toda fun
i�on razonablemente regularf , por ejemplo, para toda f 2 L2, se satisfa
e ~f(x) 
onstante para �-
asi todo punto x 2M .Esta de�ni
i�on es equivalente a 
ada una de las siguientes tres a�rma
iones:# Si f es razonablemente regular y 
onstante a lo largo de las �orbitas (f ÆSn = f , para todo n 2 ZZ),enton
es f es 
onstante para �-
asi todo punto x 2M .# Si un 
onjunto A �M es invariante por Sn (SnA = A), enton
es A es o bien 
asi todo el espa
ioM o tiene medida nula (�(A) = 0 o 1).# limT!1 1T PT�1n=0 �(S�nA \B) = �(A)�(B) , para todo par de 
onjuntos medibles A;B �M .Resumiendo: tenemos un modelo matem�ati
o (grupo de transforma
iones que preservan medidas) yla nueva no
i�on de ergodi
idad. Se plantea el problema de estable
er si un sistema interesante desde elpunto de vista f��si
o es erg�odi
o o no.Estos progresos dieron origen a una nueva �area de la Matem�ati
a, la Teor��a Erg�odi
a, y a variassubareas. Una de ellas estudia generaliza
iones de los teoremas erg�odi
os; otra, formas mas fuertes deesto
asti
idad (mixing, sistemas de Bernoulli, de
aimiento de 
orrela
iones; ver, por ejemplo, [6℄, Cap.2); una �area espe
ial { parti
ularmente importante para este trabajo { estudia la ergodi
idad de 
iertossistemas que apare
en en la Me
�ani
a; otra, los problemas de isomor�smos y 
lasi�
a
i�on de los sistemasdin�ami
os, et
.Los sistemas de part��
ulas 
uyos movimientos son des
ritos por la transforma
i�on S de la Se

i�on 4
orresponden a una 
lase mas general de los llamados 
ujos hamiltonianos en variedades simpl�e
ti-
as. Se 
re��a que se podr��a apli
ar la Hip�otesis de Boltzmann a tales 
ujos. Pero existe un ejemplo
�elebre de Mi
hel Herman que muestra la existen
ia de una 
antidad muy grande de tales 
ujos que noson erg�odi
os (ver [7℄). Ese ejemplo fue presentado al �nal de los a~nos 80, pero ya anteriormente, lastentativas de prueba de la Hip�otesis Erg�odi
a se restring��an a los modelos de bolas 
on 
hoques el�asti
os.
11



6 Probando los primeros teoremas relevantes(de Von Neumann a Sinai de 1931 a 1970)Los m�etodos para estable
er la ergodi
idad de sistemas me
�ani
os vinieron de otras �areas de la Matem�ati-
a, en parti
ular de la Teor��a de Sistemas Din�ami
os. En 1938-39 Hedlund y Hopf en
ontraron un m�etodopara demostrar la ergodi
idad de 
ujos geod�esi
os en variedades 
ompa
tas de 
urvatura negativa (setrata de movimientos iner
iales sobre, por ejemplo, super�
ies que resultan de girar una hip�erbolaequil�atera en torno de una as��ntota). El prin
ipal des
ubrimiento fue el, as�� llamado, 
omportamientohiperb�oli
o de los sistemas din�ami
os, que impli
aba la ergodi
idad de tales sistemas.Hiperboli
idad signi�
a la existen
ia de 
urvas transversales sobre las que el sistema din�ami
o a
t�uaexpandiendo (variedad inestable) o 
ontrayendo (estable). Si la variedad no es una super�
ie, o sea,si tiene dimensi�on mayor que dos, las 
urvas son subvariedades 
uya suma de dimensiones es iguala la dimensi�on de la variedad original. Hiperboli
idad impli
a inestabilidad para todas las �orbitas:traye
torias que 
omienzan arbitrariamente pr�oximas unas de las otras se separan en el futuro o en elpasado: llamamos a esta �ultima propiedad sensibilidad 
on respe
to a las 
ondi
iones ini
iales.El ejemplo mas simple de sistema hiperb�oli
o es el famoso \
at" de Arnold (el nombre no provienedel gato que era usado para representarlo, sino de \Continuous Automorphisms of the Torus"). Con-sideramos la apli
a
i�on SA del toro bidimensional Tj 2 = IR2=ZZ2 en si mismo, de�nida por la matrizA = � 2 11 1 �. Observamos que la transforma
i�on expande en una dire

i�on y 
ontrae en otra, siendoestas dire

iones las 
orrespondientes a los ve
tores propios 
on autovalores respe
tivamente �u > 1 y�s < 1 de la matriz A.En 1942, po
o despu�es de los resultados fundamentales de Hedlund y Hopf, el f��si
o ruso N. S. Krylovmostr�o que la inestabilidad observada en los 
ujos geod�esi
os tambi�en exist��an en los sistemas de bolasel�asti
as que modelan los gases. Este des
ubrimiento y el avan
e de las ideas de Hedlund y Hopf enla Teor��a de Sistemas Din�ami
os Hiperb�oli
os fueron la base para la versi�on de Sinai de la Hip�otesisErg�odi
a de Boltzmann formulada en 1963 para el 
aso parti
ular de bolas el�asti
as.Hip�otesis Erg�odi
a de Boltzmann-Sinai [14℄. El sistema de N bolas el�asti
as sobre Tj 2 o Tj 3 eserg�odi
o para todo N � 2.Como estos sistemas me
�ani
os tienen mu
has 
antidades que se 
onservan a lo largo de las �orbitas,la interpreta
i�on que debemos dar a la 
onjetura es que tendremos hiperboli
idad en las (
omponentes
onexas de las) subvariedades del espa
io de fase de�nidas por los invariantes del movimiento. La primeradiferen
ia 
on
eptual que tiene esta 
onjetura 
omparada 
on la formula
i�on original de Boltzmann esque aqu�� no se ha
e ninguna suposi
i�on sobre el n�umero N de bolas. La ergodi
idad (y otras propiedadesestad��sti
as m�as fuertes) se veri�
ar��a para 
ualquier N � 2. De a
uerdo 
on las ideas de los fundadoresde la Me
�ani
a Estad��sti
a el estado de un sistema de part��
ulas es aleatorio porque 
ualquier sistemaen la naturaleza 
ontiene un n�umero enorme de ellas: la aleatoriedad surge del gran n�umero de gradosde libertad. En el planteamiento de Sinai el n�umero de part��
ulas no tiene ninguna importan
ia: unsistema de dos part��
ulas el�asti
as 
ho
�andose presenta 
omportamiento esto
�asti
o.Una segunda 
ara
ter��sti
a importante del argumento de Sinai es que el 
ono
imiento lo
al de sistemashiperb�oli
os lleva a una des
rip
i�on global. La ma
rodin�ami
a surge de la mi
rodin�ami
a.En 1963 Sinai pens�o haber probado el resultado. Es
ribi�o: \Entre los prin
ipales resultados de esteart��
ulo deber��a 
ontarse el teorema de la ergodi
idad de los sistemas de las bolitas (pellets) duras enuna 
aja re
tangular". Pero s�olo en 1970 [15℄ pudo probar su 
onjetura para el 
aso N = 2: dis
osmovi�endose en el toro Tj 2.Los intentos de probar la 
onjetura de Boltzmann-Sinai se extienden a lo largo de 40 a~nos. A estaaltura pare
e que el problema est�a 
asi resuelto. Ver �ultima Se

i�on.
12



7 El argumento de Sinai. Billares (1970)Consid�erese el modelo de N dis
os movi�endose en el plano o N bolas movi�endose en el espa
io. Estos dosmodelos son muy similares, por lo que los dis
utiremos en paralelo. Por simpli
idad, suponga que todoslos dis
os (bolas) tienen el mismo radio r y la misma masa m. Cada bola (dis
o) se mueve libremente,i.e. 
on velo
idad 
onstante, hasta que 
ho
a 
on otra bola. Cuando dos bolas (dis
os) 
ho
an, 
ambiansus velo
idades de a
uerdo 
on las leyes de los 
hoques el�asti
os.Estas leyes signi�
an lo siguiente. Supongamos que dos bolas 
ho
an. Llamemos q1 y q2 a sus 
entrosy por v1 y v2 sus ve
tores velo
idad en el momento de la 
olisi�on. Sea L la linea que une los 
entros q1y q2. Des
omponemos vi = v0i + v?ipara i = 1; 2, donde v0i es la 
omponente del ve
tor vi paralelo a L y v?i es la 
omponente perpendi
ulara L. Enton
es las nuevas velo
idades, salientes, de las bolas sonvnue1 = v?1 + v02 y vnue2 = v?2 + v01En otras palabras, las bolas inter
ambian las 
omponentes de la velo
idad paralelas a la linea de los
entros L y mantienen las 
omponentes ortogonales. Observamos que las leyes de los 
hoques el�asti
osimpli
an la 
onserva
i�on de la energ��a 
in�eti
a totalPmkvik2=2 y el momento totalPmvi del sistemade las N bolas (dis
os). Tambi�en observamos que la 
olisi�on de dos bolas duras 
on 
entros q1 y q2 s�olopuede o
urrir si dist(q1; q2) = 2r, i.e. kq1 � q2k2 = (2r)2.El sistema de las N bolas (dis
os) movi�endose en el espa
io abierto (o en el plano) sin paredes noes muy interesante desde el punto de vista din�ami
o. Como es intuitivamente 
laro, el n�umero totalde 
hoques entre pelotas es siempre �nito, y despu�es del �ultimo 
hoque las pelotas se van para siemprelibremente. M�as a�un, el n�umero de 
hoques entre las N pelotas en el espa
io abierto est�a uniformementea
otado por una 
onstante que s�olo depende de N .2Consideremos ahora N bolas o dis
os en
errados en un dominio a
otado R, llamado el re
ipiente.Las bolas (dis
os) 
ho
an el�asti
amente entre ellas y 
on las paredes del re
ipiente. Pre
isamente, si unabola 
on 
entro q 
ho
a una pared en el punto w 2 �R, enton
es des
omponemos el ve
tor velo
idad
omo v = v0 + v?, donde v0 es la 
omponente paralela a la linea pasando a trav�es de q y w, y v? esperpendi
ular a esa linea. La nueva velo
idad, saliente, es vnue = v? � v0. Obs�ervese que la energ��a
in�eti
a total del sistema es preservada, pero no su momento total.Modelo de Sinai de las bolas duras. Ahora redu
imos el sistema de N bolas duras a un billar.Supongamos que el re
ipiente R es un toro, por lo que no hay paredes (i.e., �R = ;). Enton
es las bolass�olo 
ho
an entre ellas y tambi�en el momento total se 
onserva.M�as 
on
retamente, el sistema est�a 
ompuesto por N � 2 bolas, 
ada una 
on masa unitaria y radior > 0, movi�endose en Tj d, el toro d-dimensional (d � 2; siempre se puede suponer d = 2 {dis
os{ od = 3 {bolas). En el espa
io de fase, la i-�esima bola es representada por (qi; vi) 2 Tj d � IRd, dondeqi = (q1i ; q2i ; � � � ; qdi ) indi
a la posi
i�on del 
entro de esta bola y vi su velo
idad.El espa
io de 
on�gura
iones ~Q de las N bolas en Tj d es un sub
onjunto del toro de dimensi�on N � dpues, dado que las bolas son ma
izas, sus 
entros deben estar a una distan
ia mayor o igual a dos ve
es2Esto �ultimo fue probado s�olo re
ientemente:Teorema [1℄. El sistema de N bolas duras 
on masas y radios arbitrarios en el espa
io abierto IRd puede tener a lo sumoC <1 
hoques. C = �32rmmaxmmin rmaxrmin N 32�N2donde mmax y mmin son las masas m�aximas y m��nimas y rmax y rmin son los radios m�aximos y m��nimos de las bolas,respe
tivamente.Es desta
able que este resultado admite una prueba geom�etri
a relativamente elemental. Obs�ervese que si los radios ymasas son iguales C s�olo depende de N . 13



sus radios, y por tanto debemos retirar de Tj N�d los siguientes �N2 � obst�a
ulos 
il��ndri
os:Ci;j = nQ = (q1; : : : ; qN ) 2 Tj N�d :j qi � qj j< 2ro ;1 � i < j � N . Como ya fue observado, la energ��a H = 12 PN1 v2i y el momento total P = PN1 vi sonintegrales primeras del movimiento. Enton
es, sin p�erdida de generalidad, podemos suponer que H = 12 ,P = 0 y, tambi�en, que la suma de las 
omponentes espa
iales B = PN1 qi = 0. Estas 
ondi
iones sonmuy naturales desde el punto de vista f��si
o; algunas est�an rela
ionadas 
on el estado de equilibrio enque estamos 
onsiderando el fen�omeno. Para estos valores de H;P y B, el espa
io de fase se redu
e aM := Q� Sa�1 donde Q : = (Q 2 ~Q : NX1 qi = 0)= 8<:Q 2 Tj N�d n [1�i<j�N Ci;j : NX1 qi = 09=;Aqu�� a := dimQ = N � d � d y Sk denomina a la (media) esfera unitaria k-dimensional. La dimensi�onde Q es N � d� d porque la 
ondi
i�onP qi = 0 impone d restri

iones (una para 
ada 
oordenada) a lospuntos de ~Q. La dimensi�on del espa
io de los ve
tores es N �d�d porqueP vi = 0 y tales ve
tores est�anen la esfera unitaria (N � d� d� 1)-dimensional porque sus m�odulos (al 
uadrado)P v2i son 
onstantes.Es f�a
il ver que la din�ami
a de las N bolas, determinada por su movimiento uniforme 
on 
olisionesel�asti
as y el 
ujo del billar fSt : t 2 IRg sobre Q 
on re
exiones en la frontera �Q son isomorfos y
onservan la medida de Liouville d� = 
onst � dq � dv (para detalles ver [3℄, Cap. 6).El 
onjuntoD de las singularidades 
ontiene todas las interse

iones de las super�
ies 
il��ndri
as �Cij .Estas interse

iones 
orresponden a 
olisiones simult�aneas de tres o m�as bolas. El pro
eso posterior atales 
hoques m�ultiples no est�a de�nido. La regla general es, por tanto, ignorar las traye
torias del billarque 
ho
an en D.La formula
i�on de Sinai de la Hip�otesis de Boltzmann la 
olo
a naturalmente en el 
ontexto de billaresen espa
ios de dimensi�on alta. Re
ordemos, para resumir, que el espa
io es de dimensi�on 2Nd�2d�1 yque el n�umero de 
ilindros es N(N �1)=2 donde N es el n�umero de bolas y d es la dimensi�on del espa
iodonde se mueven las bolas.Gas de Lorentz. Este es otro modelo muy popular en f��si
a. Imag��nese una part��
ula puntual mo-vi�endose entre dos bolas r��gidas �jas, en el espa
io IR3. Las bolas tienen el mismo radio r. Pueden ser
olo
adas aletoriamente o formar una estru
tura del tipo 
ristalina (por ejemplo, sus 
entros pueden
olo
arse en los v�erti
es del reti
ulado {latti
e{ ZZ3). Las bolas no se mueven, solamente una part��
ulapuntual se mueve entre ellas y 
ho
a el�asti
amente. Las bolas a
t�uan 
omo obst�a
ulos.Este modelo fue introdu
ido by H. Lorentz en 1905 en el estudio de ele
trones en metales. La part��
ulam�ovil representa un ele
tr�on, y las bolas juegan el papel de las mol�e
ulas del metal. Cuando las bolasest�an 
olo
adas en los v�erti
es de un reti
ulado regular, se di
e que el gas de Lorentz es peri�odi
o.En lugar de bolas, podemos 
olo
ar otros 
uerpos id�enti
os en los v�erti
es del reti
ulado, y requerira la part��
ula m�ovil que 
hoque 
on los obst�a
ulos el�asti
amente. Los 
uerpos pueden ser 
�ubi
os o
uerpos poli�edri
os m�as generales. Uno tambi�en puede de�nir un gas de Lorentz en un plano; en este
aso obst�a
ulos bidimensionales son 
olo
ados en los v�erti
es del reti
ulado ZZ2.Redu
imos ahora el gas de Lorentz a un billar. De he
ho �el es \
asi" un billar, ex
epto que el dominiopor el que puede andar la part��
ula no es a
otado y tiene volumen in�nito. Esto se solu
iona f�a
ilmenteporque desde que los obst�a
ulos est�an 
olo
ados en los v�erti
es del reti
ulado, su estru
tura es peri�odi
ay uno puede en
ontrar un dominio fundamental H , o sea un domino 
uya trasla
i�on paralela 
ubratodo el espa
io. El dominio H 
ontiene s�olo unos po
os (a ve
es s�olo uno) obst�a
ulos, y todos los otros14



Figura 8: Gas de Lorentz peri�odi
o.se obtienen por la trasla
i�on paralela de aqu�ellos en H . La Figura 8 muestra un gas peri�odi
o de Lorentzen un plano, donde los obst�a
ulos son dis
os �jos y el dominio fundamental es un 
uadrado 
onteniendoun dis
o.El movimiento de la part��
ula puede ser proye
tado al dominio fundamental H y tendremos unsistema de billar en H 
on 
ondi
iones de frontera peri�odi
as, eso es un billar en el toro Tj d, d = 2; 3.La mesa del billar Q se obtiene sa
ando uno o varios obst�a
ulos del toro. En el 
aso del gas de Lorentzde la Figura 8 estamos nuevamente ante el billar de la Figura 1.Billares de Sinai. Para expli
ar de manera m�as simple las prin
ipales 
ara
ter��sti
as de los sistemasque hemos venido des
ribiendo, nos restringiremos al modelo de las bolas duras 
on N = 2 y d = 2, osea, 
onsideraremos dos bolas (dis
os) en el toro Tj 2. Enton
es �Q es la uni�on de un n�umero �nito de
urvas regulares y los ve
tores v est�an en la (media) 
ir
unferen
ia S1.

Figura 9: Billares dispersores. (a) Cuadrado de lado 1 y radio 0 < r < 1=4. (b) Cuadrado de lado 1 yradio 1=4 � r < 1=2Podemos dar un paso m�as y suponer que uno de los dis
os est�a �jo y que s�olo el 
entro del otro semueve. Llegamos as�� al billar que analizamos en la Se

i�on 1, Figura 1. M�as a�un, para no restringirnos altoro, podemos 
onsiderar mesas de billar en el plano que satisfa
en las prin
ipales propiedades din�ami
as15



de aquel billar en Tj 2. Los billares planos que surgen del modelo de las bolas duras para N = 2 y d = 2son 
omo los de la Figura 9. Su ergodi
idad fue probada por Sinai en 1970 y son llamados billaresdispersores de Sinai (ver la de�ni
i�on de ar
os dispersores en la Se

i�on 2).Es 
laro que podemos 
onsiderar billares planos 
uyas fronteras no son generadas por 
ondi
ionesderivadas de modelos f��si
os y preguntarnos 
�omo deben ser las fronteras para que la 
orrespondientetransforma
i�on de billar sea erg�odi
a. En parti
ular es interesante saber 
�omo \montar" una mesade billar para que su sistema din�ami
o sea erg�odi
o. Est�a demostrado que el billar en el estadio deBunimovi
h (dos semi
ir
unferen
ias unidas por segmentos paralelos), en la 
ardioide y en mu
hosestadios el��pti
os son erg�odi
os y satisfa
en otras propiedades esto
�asti
as En el 
aso del estadio el��pti
odes
rito en la Se

i�on 3, si a < p2, para tener un billar erg�odi
o la separa
i�on entre las dos mitades debe
re
er tendiendo a in�nito a medida que a 
re
e tendiendo a p2. Ver [11℄. Para el billar de la Figura 6,si a � p2 no es posible 
onstruir estadios el��pti
os erg�odi
os.8 C�omo se prueba la Ergodi
idad de los BillaresDesde ya debemos a
larar que si bien seguiremos usando el t�ermino erg�odi
o para los sistemas din�ami
os
on el tipo de desorden (
aos) de�nido en la Se

i�on 5, en realidad en 
asi todos esos 
asos se han probadopropiedades estad��sti
as mu
ho m�as fuertes.De una forma u otra, la prueba de la ergodi
idad de los sistemas din�ami
os diferen
iables pasapor la prueba de alg�un tipo de hiperboli
idad (ver Se

i�on 6). El pro
edimiento padr�on es el estudiode los exponentes de Liapunov de la transforma
i�on y la apli
a
i�on de la llamada Teor��a de Pesin, quepermite 
onstruir las 
urvas expansoras y 
ontra
toras a las que nos referimos anteriormente. Para evitarmayores 
ompli
a
iones t�e
ni
as vamos a suponer que trabajamos en el espa
io eu
lidiano Rd; d � 2.Quien quiera un modelo a�un m�as intuitivo puede pensar en el plano.Si p es un punto �jo de un difeomor�smo S (S y su inversa tienen derivadas 
ontinuas, S(p) = p)de�nido en un 
onjunto de IRd y queremos analizar el 
omportamiento de S en un entorno de p, 
omoprimera aproxima
i�on podemos estudiar su parte lineal, o sea, la derivada (diferen
ial) (S)0p : IRd ! IRd.Si �i son las ra��
es reales del polinomio 
ara
ter��sti
o y vi sus respe
tivos ve
tores propios, tendremosque limn!�1 1=n log k(Sn)0pvik = log j�ij: Para el 
aso de autovalores 
omplejos (que apare
en de apares 
onjugados �j ; ��j), esta igualdad se veri�
a para vj 
ontenido en subespa
ios de dimensi�on igualal doble de la multipli
idad de �j . Observe que eso no o
urre si en lugar del autove
tor vi tomamos
ualquier ve
tor v. Llamamos exponentes de Liapunov a estos n�umeros log j�ij = �i. Es f�a
il verque la parte lineal de la transforma
i�on S (su diferen
ial) expande en los subespa
ios 
orrespondientesa los autove
tores 
on exponente de Liapunov �i > 0 y 
ontrae en los subespa
ios 
orrespondientes alos autove
tores 
on exponente de Liapunov �i < 0. En 
ualquier 
aso, no debemos 
onsiderar el ve
tornulo en esos subespa
ios.Si existe una medida � invariante por S, un 
�elebre teorema de Oseledets estable
e la existen
iadel l��mite que de�ne a los exponentes de Liapunov para �-
asi todo punto p, independientemente de si�este es peri�odi
o o no. El teorema de Oseledets puede ser apli
ado a transforma
iones S de�nidas en
onjuntos mu
ho m�as generales. Para extenderlo al 
aso de los billares 
on los que trabajamos daremosun enun
iado en el 
ontexto m�as general de transforma
iones 
ont��nuas 
on singularidades. Paraevitar la introdu

i�on de nota
iones que 
ompli
an la 
omprensi�on de lo que es realmente importante,nos restringiremos a trabajar en IRd. Para un enfoque m�as detallado y general se puede 
onsultar [9℄,[10℄, [2℄.Sea M la uni�on de un n�umero �nito de regiones en IRd, pegadas a lo largo de \hipersuper�
ies" 
uyauni�on est�a 
ontenida en el 
onjunto de las singularidades D. Este 
onjunto, a su vez, es la uni�on de un
onjunto �nito de variedades 
erradas de dimensi�on menor que d (si d = 2; D es la uni�on de un n�umero�nito de 
urvas y puntos). El 
onjunto P =M nD es abierto. Sea � una medida de probabilidad de�nidasobre los borelianos de M .Sea S : P !M una transforma
i�on 
on inversa, ambas su�
ientemente diferen
iables (difeomor�smo16



de 
lase Cr; r � 1, para el teorema de Oseledets, y r � 2 para el resto de la teor��a), de P en su imagen,que preserva la medida � y que veri�
a algunas otras 
ondi
iones de 
re
imiento de la derivada 
er
ade las singularidades. Sea H el 
onjunto de los puntos que tienen in�nitos iterados tanto para el futuro
omo para el pasado: H = \1n=�1SnP ; por tanto �(H) = 1. Enton
es, el teorema de Oseledetsdi
e que para 
asi todo punto p 2 H existen m(p) n�umeros reales �i(p) : �1(p); �2(p); � � � ; �m(p)(p) ysubespa
ios E1(p); E2(p); � � � ; Em(p)(p), tales quelimn!�1 1n log k(Sn)0pvik = �i(p) para todo ve
tor no nulo vi 2 Ei(p):Ei(p) es el subespa
io propio del exponente de Liapunov �i(p). Estos n�umeros pueden variar
on p, pero son invariantes a lo largo de su �orbita: �i(Sn(p)) = �i(p). El teorema de Oseledets aseguraque para 
asi todo punto (puntos regulares) del espa
io donde a
t�ua una transforma
i�on que preservamedida, el 
omportamiento de los puntos pr�oximos a su �orbita puede ser aproximado teniendo en 
uentael 
omportamiento en dire

iones 
ono
idas, que ser�an 
ontra

iones o expansiones seg�un �i sea menoro mayor que zero.Estos subespa
ios y exponentes de Liapunov se 
omportan asint�oti
amente 
omo los subespa
ios pro-pios y el logaritmo del valor absoluto de los autovalores de una matriz. >C�omo dedu
ir de propiedades deesos n�umeros propiedades de la fun
i�on S, en parti
ular propiedades rela
ionadas 
on la hiperboli
idad?La respuesta a esta pregunta es dada por la llamada Teor��a de Pesin, que trata, en primer lugar, dela 
onstru

i�on de variedades invariantes expansivas y 
ontra
tivas en puntos en que hay exponentede Liapunov no nulos.No seremos muy rigurosos en los enun
iados de los teoremas de Pesin, ni los presentaremos 
onsu m�axima generalidad, para no 
ompli
ar la exposi
i�on. De�nimos la regi�on de Pesin, �, 
omo el
onjunto de los puntos regulares p para los que todos los exponentes de Liapunov son diferentes de zero(�i(p) 6= 0 para todo 1 � i � m(p)). Enton
es para 
ada punto p 2 � existen variedades invariantesestables (W s(p)) e inestables (W u(p)) 
uyos puntos se aproximan o se apartan respe
tivamente entresi 
uando iteramos por S. La suma de las dimensiones de estas variedades es igual a la dimensi�on detodo el espa
io, y 
ada una de ellas es tangente al hiperplano (subespa
io) generado por los ve
tores 
onexponentes de Liapunov negativos (W s(p)) o positivos (W u(p)). Adem�as, � puede ser des
ompuesto enun 
onjunto numerable de sub
onjuntos invariantes, en 
ada uno de los 
uales S es erg�odi
a.Si la regi�on de Pesin tiene medida total (�(�) = 1) se di
e que S es (no uniformemente) hi-perb�oli
a o que el sistema (M;S; �) tiene 
omportamiento 
a�oti
o. Usamos la expresi�on no uni-formemente porque los �angulos entre los subespa
ios estables e inestables, as�� 
omo los �(p), puedeaproximarse mu
ho a 
ero, generando una serie de di�
ultades en el 
ontrol de las propiedades b�asi
asde la hiperboli
idad.Enton
es, si los exponentes de Liapunov son no nulos en 
asi todo punto de H (o de P oM) enton
esen 
asi todo punto tenemos variedades inestable y estable lo
al (
uyos puntos 
uando iterados por Sn seaproximan o se alejan exponen
ialmente 
uando n!1); la suma de sus dimensiones es d. M�as a�un, lasegunda parte del teorema estable
e que existe un 
onjunto numerable �i de 
omponentes erg�odi
as,o sea, 
onjuntos de medida positiva que no poseen sub
onjuntos S-invariantes 
on medida mayor que
ero y menor que uno: S es 
a�oti
a dentro de 
ada �i.De esta manera el problema de probar la ergodi
idad de todo el sistema se transforma en probar:1) que los exponentes de Liapunov son no nulos �-
asi todo punto y, por tanto, 2) que la 
omponenteerg�odi
a es �uni
a.Existen dos maneras tradi
ionales de ata
ar el primer problema: mostrar queA) en 
asi todo punto x 2 N existen 
onos C(x) invariantes por S0 : S0x(C(x)) � C(S(x)) (un 
onoC(x) � R2, por ejemplo, es un �angulo 
on v�erti
e en x, ver Figura 9); oB) en 
asi todo punto x 2 N puede ser de�nida una forma 
uadr�ati
a no degenerada Qx 
re
iente a lolargo de las �orbitas de S : QS(x)(S0xv)�Qxv > 0 (*) si v es 
ualquier ve
tor 
on origen en x. Una forma17



Figura 10: Cono invariante C(x).
uadr�ati
a es determinada por una matriz Ax sim�etri
a siendo Qx : Rd ! R, de�nida por Qxv = vtAv;si A no tiene autovalores nulos, se di
e que Q es no degenerada.A) e B) son esen
ialmente equivalentes; en parti
ular observamos que el 
onjunto fv : Qxv > 0g
onstituye un 
ono C(x). Si una de las 
ondi
iones es veri�
ada, el sistema din�ami
o (M;S; �) tieneexponentes de Liapunov no nulos �-
asi todo punto.
Figura 11: a) Subespa
ios estables e inestables [Es;u(p)℄ y sus variedades lo
alesW s;u(p); b) Parti
ionesde Sn(W u(p)) por D; 
) Zig-zag de variedades estables e inestables uniendo p; q:Las 
ondi
iones para dar pruebas del segundo problema (uni
idad de la 
omponente erg�odi
a) sonm�as 
omplejas. Intentaremos expli
arlas en el 
ontexto de la hiperboli
idad (no uniforme) probada porel m�etodo B), y suponiendo que d = 2. Si adem�as de B), el sistema (M;S; �) 
on M � IR2 veri�
a las
ondi
iones siguientes, enton
es el sistema es erg�odi
o (ver [8℄ y [10℄):B1) para 
ada n 2 IN, las �orbitas 
on n itera
iones que 
omienzan y terminan en el 
onjunto de lassingularidades D 
onstituyen un 
onjunto �nito;B2) las tangentes a D est�an en los 
onos de ve
tores donde la forma 
uadr�ati
a Q es estri
tamentepositiva o negativa;B3) para 
asi todo punto de D, sus �orbitas entran de manera re
urrente en regiones donde Q 
re
euniformemente. Esto signi�
a que en la expresi�on (*) la diferen
ia es mayor que una 
onstante positivaÆ;B4) la medida de los puntos 
uyas variedades invariantes (estable e inestable) 
ortan D y tienen longitudmayor que �, es menor que 
te.�;B5) existe un x 2 H tal que su �orbita fSn(x)gn2ZZ pasa por todas las 
omponentes 
onexas por ar
osde N .Las variedades inestables lo
ales W u(x), al evolu
ionar por S, se van partiendo al 
ortarse 
on D(re
ordamos que en D la fun
i�on S o su inversa no est�a de�nida). Estas 
ondi
iones aseguran que a�unas��, los tre
hos 
ortados se ha
en su�
ientemente largos al 
ontinuar iter�andolos: la hiperboli
idadprevale
e sobre el fra

ionamiento. El he
ho de que las variedades invariantes sean su�
ientemente18



largas impli
a que podemos unir dos puntos de un entorno de 
asi todo punto 
on un zig-zag de ar
osestables e inestables; ver Figura 11.9 Probando la Hip�otesis de Boltzmann-SinaiLa prin
ipal di�
ultad 
on el modelo de los gases, en su formula
i�on billar��sti
a, es que si el obst�a
uloes no estri
tamente 
onvexo (
ilindros, por ejemplo, ver Figura 12), no es simple probar la existen
iade exponentes de Liapunov diferentes de 
ero; y es a�un m�as dif��
il probar la uni
idad de la 
omponenteerg�odi
a.

Figura 12: Obst�a
ulos 
il��ndri
os que apare
en en la formula
i�on billar��sti
a del modelo de los gases.Krylov y Sinai ya hab��an observado que mientras un billar 
on obst�a
ulos estri
tamente 
onvexos se
omportan 
omo un sistema din�ami
o \bien" hiperb�oli
o, 
uando los obst�a
ulos no son estri
tamente
onvexos, existe apenas hiperboli
idad par
ial. Los obst�a
ulos de las Figuras 1, 8, 9 y 13 son estri
ta-mente 
onvexos (el billar es dispersor), mientras que los de las Figuras 12 y 14 son apenas 
onvexos (elbillar es semidispersor).Geom�etri
amente, el me
anismo de genera
i�on de hiperboli
idad puede ser ilustrado 
on im�agenesinspiradas en la �opti
a, 
omo ya sugiri�eramos en la Se

i�on 2 al de�nir 
omponentes fo
alizadoras ydispersoras de la frontera. Consideremos, 
omo en la Figura 13, un obst�a
ulo estri
tamente 
onvexoque o�
ia de espejo. Consideremos tambi�en un frente de onda plano (que 
orresponde a dar un puntox = (Q; V ) en el espa
io de faseM , 
onsiderar en el espa
io de 
on�gura
iones { donde realmente o
urreel movimiento { un hiperplano � por Q y, en 
ada punto de ese hiperplano, tomar ve
tores paralelosa V ). Enton
es, luego que el frente de ondas al
an
e el espejo, el se vuelve estri
tamente 
onvexo ylas distan
ias lineales medidas a partir de � son uniformemente expandidas. �Este es exa
tamente elme
anismo que genera la hiperboli
idad uniforme en los billares. En este 
aso las di�
ultades vienen,
omo ya fue en parte observado, de la existen
ia de traye
torias tangentes que ha
en que el sistemapierda diferen
iabilidad.Si los obst�a
ulos no son estri
tamente 
onvexos apare
en situa
iones 
omo las de la Figura 14 en elhiperplano � no es 
urvada en todas las dire

iones: las traye
torias que 
ho
an 
on una dire
triz del19



Figura 13: Obst�a
ulo estri
tamente 
onvexo: un haz paralelo es 
ompletamente dispersado despu�es del
hoque.
ilindro (las re
tas paralelas al eje, en la �gura) salen paralelas, son \neutras", y por tanto no se separanni aumentan las distan
ias medidas a partir de �. Esta dire

i�on neutra puede desapare
er debido aotros 
hoques 
on otros 
ilindros. El he
ho de que la hiperboli
idad global (la expansi�on en todos lossentidos) sea obtenida a trav�es de mu
hos 
hoques 
on obst�a
ulos, lleva naturalmente a la introdu

i�ondel 
on
epto de su�
ien
ia de las traye
torias, 
uya des
rip
i�on intuitiva damos a 
ontinua
i�on.Sea S[a;b℄x un segmento �nito de traye
toria que no pasa por singularidades, o sea, tal que Sjx =2 Dpara j 2 [a; b℄. Sea Sax = (Q; V ) 2 P y 
onsideremos el hiperplano ~�(Sax) := f(Q+ dQ; V ) : dQ 2 IRd;peque~no, perpendi
ular a V g. De
imos que un segmento de traye
toria S[a;b℄x es su�
iente si �(Sb~�)es estri
tamente 
onvexo Un punto del espa
io de fase x 2 P es su�
iente si su traye
toria es su�
iente,o sea, si 
ontiene un segmento de traye
toria su�
iente.Si el segmento de traye
toria no es su�
iente, la 
urvatura de �(Sb~�) en �(Sbx) ne
esariamente seanula en alguna dire

i�on, formando el as�� llamado subespa
io neutro. No es dif��
il ver que en elentorno de un punto su�
iente los exponentes de Liapunov relevantes son no nulos.Esas observa
iones llevan al no trivialTeorema Fundamental de los Billares Semidispersores (Sinai- Chernov [17℄). Si en un billarsemidispersor se satisfa
en las 
ondi
iones geom�etri
as y de hiperboli
idad rela
ionadas 
on las singula-ridades (ver B1) - B4) en la Se

i�on anterior), enton
es todo punto x 2 P su�
iente tiene un entornopertene
iente a una 
omponente erg�odi
a del sistema (ver 
omentarios despu�es de los Teoremas de Pesin).A partir de ese teorema Sinai y Chernov probaron en 1987 que el sistema formado por N = 2 bolasen el d-toro es un sistema erg�odi
o.Los resultados posteriores fueron obtenidos por los matem�ati
os h�ungaros Kr�amli, Sim�anyi y Sz�asz,quienes entre 1990 y 1992 extendieron los resultados para tres y 
uatro bolas en el d-toro, 
on d � 2(ver [4℄, [5℄).La obten
i�on de resultados muy dependientes del n�umero de bolas se debe a las di�
ultades paraevitar el problema de la su�
ien
ia al aumentar la dimensi�on del espa
io en que se trabaja y el n�umerode 
ilindros.Esas di�
ultades fueron resueltas de manera par
ial, muy re
ientemente por Sim�anyi y Sz�asz, intro-du
iendo 
ondi
iones que permiten analizar 
uan peque~no es el 
onjunto no su�
iente (debe ser formadopor la uni�on de un 
onjunto numerable de variedades de 
odimensi�on mayor o igual a dos). Esa peque~nezrelativa permite obtener una ri
a estru
tura de 
olisiones entre las bolas, asegurando las 
ondi
iones aque se re�ere el teorema fundamental. 20



Figura 14: Obst�a
ulo no estri
tamente 
onvexo: existen dire

iones en que ve
tores del haz paraleloin
idente no son dispersados.A�un as�� no 
onsiguieron probar el 
ar�a
ter erg�odi
o del sistema de bolas el�asti
as, sino s�olo la noanula
i�on de los exponentes de Liapunov en 
asi todo punto. Eso permite apli
ar la segunda parte de losteoremas de Pesin, y dedu
ir que existe un 
onjunto numerable de 
omponentes erg�odi
as. Los autores
omentan: \Our methods so far do not give the expe
ted global ergodi
ity.".Como novedad, estudian el movimiento de bolas de masas distintas ~m = (m1;m2; � � � ; mN ) 2 IRN+ ,al 
ontrario de todos los trabajos anteriores y de la hip�otesis original, donde las masas son iguales. Peroel teorema resultante vale para ~m fuera de un 
onjunto peque~no de IRN+ (~m no pertene
e a una uni�onnumerable de subvariedades anal��ti
as propias).Sim�anyi y Sz�asz probaron el siguienteTeorema [12℄. Si N � 2; d � 2; ~m = (m1;m2; � � � ; mN ) 2 IRN+ son las masas de las bolas y sus radiosson iguales a r = R0(N; d) enton
es el sistema (M; S; �)~m tiene todos sus exponentes de Liapunovrelevantes no nulos si ~m est�a fuera de un 
onjunto \peque~no" de IRN+ .Este resultado fue mejorado en trabajos m�as re
ientes de Sim�anyi, quien prob�o que todo sistema debolas duras en un toro de 
ualquier dimensi�on es hiperb�oli
o y que en el toro de dimensi�on 2, 
asi todosestos sistemas son erg�odi
os.Los �ultimos progresos en la dire

i�on de probar la ergodi
idad del modelo de Boltzmann-Sinai hallevado a la utiliza
i�on de herramientas re�nadas de geometr��a algebrai
a. Chernov, Sim�anyi y Sz�asz (ysus alumnos) 
ontin�uan trabajando en esos temas. Re
ientemente han apare
ido nuevas 
ompli
a
ionesporque se ha probado que la 
urvatura de las variedades invariantes puede no ser a
otada 
omo hastaenton
es se hab��a a
eptado.Con
lusi�onHoy en d��a no es 
lara la relevan
ia para la F��si
a de la Hip�otesis Erg�odi
a y de los resultados ma-tem�ati
os al respe
to. Sin embargo, la dis
usi�on de su 
ontenido y su presenta
i�on rigurosa tuvo y tieneun impa
to muy grande tanto en la F��si
a 
omo en la Matem�ati
a. Contribuyeron de manera funda-mental para el desarrollo de la Me
�ani
a Estad��sti
a y de la Teor��a Erg�odi
a de los Sistemas Din�ami
osy, de manera general, para el estudio formalizado de los movimientos 
a�oti
os.Agrade
imientos. Con D�omokos Sz�asz y Nikolai Chernov mantuve interesantes 
onversa
ionessobre estos temas. Varias partes de estas notas est�an inspiradas en el art��
ulo [18℄. Sylvie Oli�son, Sônia21



Pinto y Nikolai Chernov 
olaboraron 
on la 
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